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Resumen

Los enfoques basados en modelos y asistidos por modelos han resultado de utilidad en el
muestreo en poblaciones finitas, brindando un soporte metodoldgico para la incorporacion
de informacion auxiliar en la fase de estimacion, con el fin de obtener mejoras en la preci-
sién de las estimaciones.

Cuando las unidades se encuentran ubicadas en el espacio, la caracteristica principal es
gue pueden presentar autocorrelacién espacial positiva. La Estadistica Espacial ha desarro-
llado métodos para la recoleccién, descripcion y modelamiento de la variabilidad espacial de
las variables de interés, los que pueden ser empleados en las fases de seleccién y de esti-
macién de valores de la poblacidn finita.

Las propuestas para la estimacion bajo el enfoque basado en modelos, plantean la incorpo-
racion de la correlaciéon espacial utilizando modelos de semivariograma, por lo que seré cla-
ve la identificacién y la estimacion de sus pardmetros. Una opcion es el uso de un modelo
de semivariograma obtenido de una muestra piloto, o de un estudio anterior. También, po-
dria utilizarse para este fin la informacién muestral, ya sea para establecer y estimar el mo-
delo o dado un modelo poblacional, estimar sus parametros.

En este trabajo, se presenta una aplicacién con el fin de comparar los resultados obtenidos
por medio de los tres procedimientos y su correspondiente discusion.

Abstract

Model-Based Approach and Model-Assisted Approach have been useful in finite population
sampling, providing a methodological support for incorporating auxiliary information in the
estimating stage, in order to obtain improvements in accuracy estimates.

When units are located in space, it's main feature is that they may have positive spatial au-
tocorrelation. Spatial Statistics has developed methods for collection, description and model-
ing of spatial variability of the interest variables, which can be used in the stages of selection
and estimation of values of the finite population.

Proposals for estimation under the Model-Based Approach, suggest the incorporation of spa-
tial correlation using semivariogram models, so it will be important the identification and es-
timation of its parameters. One option is the use of a semivariogram model obtained from a
pilot sample, or from a previous study. Also, the sample information could be used for this
purpose, either to establish and estimate the model or given a population model, estimate its
parameters.

In this paper, an application is presented in order to compare the results obtained by the
three procedures and it's corresponding discussion.
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1-INTRODUCCION

Los enfoque basado en modelos y asistido por modelos han resultado de gran utilidad en el
muestreo en poblaciones finitas, brindando un soporte metodoldgico para la incorporacién
de informacion auxiliar en las fases de seleccion y de estimacion, con la finalidad de obtener
mejoras en la precision de las estimaciones.

En los casos en los que las unidades de muestreo se encuentran ubicadas en el espacio, la
caracteristica principal de estos datos es que pueden presentar autocorrelacion espacial
positiva, es decir, mientras mas cercania haya entre dos unidades, mas parecidas son en
cuanto a la variable que se estudia. La Estadistica Espacial ha desarrollado métodos para la
recoleccioén, descripcion y modelamiento de la variabilidad o correlacion espacial de las va-
riables que caracterizan el fenémeno, los que pueden ser empleados en mejoras de los di-
sefios muestrales.

Los procedimientos de estimacion que tienen en cuenta la variabilidad espacial plantean
incorporar esta informacién mediante modelos de semivariograma, siendo entonces una
cuestion primordial, la identificacion y estimacion del mismo.

Para ello, algunos autores sugieren el uso de un modelo de semivariograma obtenido de
una muestra piloto, o proveniente de un estudio anterior. Naturalmente surge también la idea
de identificar el modelo y estimar sus parametros con los datos de la muestra o definir un
modelo poblacional de acuerdo al conocimiento a priori que se tenga del comportamiento de
la variable en el espacio y luego emplear los datos de la muestra para la estimaciéon de sus
parametros. Los dos Ultimos planteos, introducen variabilidad adicional en la estimacion de
la caracteristica de interés en la poblacion finita.

En trabajos anteriores, los autores han presentado resultados de estudios comparativos
mostrando mejoras en planes de muestreo que utilizan informacion espacial para estimacion
de caracteristicas socioeconémicas en la ciudad de Rosario. En todos ellos se ha procedido
con semivariogramas poblacionales.

En este trabajo se presenta la aplicacion de las propuestas enunciadas utilizando muestreo
sistematico de radios censales, para la estimacion del total de hogares con necesidades
basicas insatisfechas en la ciudad de Rosario, contando para ello con datos poblacionales
del Censo Nacional de Poblacion Hogares y Viviendas 2001. Finalmente, se presenta la
correspondiente discusion destinada a destacar aspectos relevantes del empleo de la infor-
macién auxiliar mencionada.

2-METODOLOGIA

Como ya se ha expresado, los enfoques mas recientes para la estimacién han propiciado el
aprovechamiento de la informacién auxiliar de la que se suele disponer frecuentemente. El
enfoque de modelos parte de asumir que la poblacion finita es una realizacion de un deter-
minado proceso aleatorio para luego, estimar los parametros del proceso con la informacion
provista por la muestra. Luego se predice la caracteristica de interés de la poblacion finita.
Frecuentemente, la informacion auxiliar de referencia consiste en un conjunto de variables
observadas a cada unidad de la poblacion finita y su uso se traduce en la estratificacion, la
seleccién con probabilidades desiguales o las estimaciones de regresién o razon.

El enfoque asistido por modelos, atiende al enfoque de modelos para la eleccion del estima-
dor, pero su error se considera de acuerdo a la distribucién del mismo a través de todas las
muestras posibles.
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Un caso particular es aquel en el que las unidades se encuentran distribuidas en el espacio
y presentan correlacién espacial positiva. Dicha correlacién puede describirse mediante un
correlograma o un semivariograma, prefiriendo este Ultimo por sus propiedades estadisticas.
El modelo puede incorporarse al proceso de estimacién como se muestra mas adelante o
utilizarse en la fase de seleccién de la muestra, lo cual hace que sea clave la estimacion del
mismo.

En esta seccion se presentan aspectos generales del modelo de semivariograma y la forma
de empleo del mismo en la fase de estimacion.

2.a. Modelado de la variabilidad espacial.

Si Y(s) es la variable de interés, observada en el punto de coordenadas s perteneciente a
una region A, la estructura de la correlacion espacial se modela considerando al valor ob-
servado Y(s) como una realizaciéon espacial de una variable aleatoria. En general, se asume
que el comportamiento de Y responde a un proceso estocastico es estacionario de segundo
orden, es decir:

() E[Y(8)] = u

(i) Cov[Y(s),Y(s)]|=E[(Y(s) — i)(Y(s) — 11)]| =C(s,S") Vs, s'eA.

De esta forma, el valor esperado de Y(s) es constante para cualquier punto perteneciente a
la region Ay la covariancia entre los valores de la variable en dos puntos cualesquiera del
area A (Y(s) y Y(s") dependen del vector que separe a los puntos s y s' en mddulo y orienta-
cion.

Cuando la covariancia entre los valores de la variable en dos puntos depende del médulo y
de la orientacién del vector que une dichos puntos, se dice que el proceso es anisotrépico.

En cambio, cuando la covariancia depende solo de la distancia que separa los puntos el
proceso se llama isotrépico y en ese caso la condicion (ii) puede escribirse como:

(i) Cov[Y(s),Y(s")]|=E[(Y(s) — u)(Y(s)) — p)| =C(dlist(s,S)) Vs,s'€A.
A la funcion C(dist(s,s")) se la denomina covariograma.

Esta condicién se puede expresar en términos del variograma o correlograma, en lugar del
covariograma. El variograma se define en forma general como:

2y(s,s')=Var(Y(s)-Y(s')) Vs, s'eA.

Cuando el proceso es estacionario de segundo orden e isotrépico, el valor esperado de Y(s)
es constante para todas las unidades y la expresién del variograma se simplifica a:

2y(s,s") =2Var(Y(s)) —2Cov(Y(s),Y(s)).

A y(s,s") se lo denomina semivariograma y si se denota con C(s, s) a la variancia de Y(s) y
sea d la distancia entre los puntos s y s’, se lo puede escribir como:

7(s,8") = C(s,s) — C(dist(s, s)) = C(0) — C(h) = y(h) .

Modelos de semivariograma

En un modelo de semivariograma para procesos estacionarios isotrépicos de segundo orden
se distinguen los parametros:
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Meseta (Cy): es el valor limite maximo constante que alcanza el semivariograma.

Rango (ay): es el valor de la distancia a partir del cual se alcanza la meseta. Para valores de
h inferiores al rango existe correlacion espacial entre las observaciones.

Efecto pepita (c,): es la discontinuidad que presenta el semivariograma en el origen.

Figural. El semivariograma y sus parametros.
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Dependiendo de la forma del semivarigrama teoérico, se distinguen algunos modelos, como
los modelos exponencial, esférico, gausiano, efecto agujero (Ambrosio, 2000). Por ejemplo
el modelo de semivariograma exponencial responde a la siguiente expresion:

Yep(N)=C, +C {1— exp (_—hﬂ h>0
a

0

y su representacion grafica es similar a la presentada en la Figura 1.

Métodos de estimacion del semivariograma

Un problema de importancia lo constituye la identificacion del modelo y la estimacion de sus
parametros. Los procedimientos que se plantean para abordar esta cuestion, se presentan
en forma sintética, a continuacion.

e Semivariograma empirico o experimental

El estimador de momentos de y(h) para un proceso estacionario isotropico de segundo or-
den es (Matheron (1962), Cressie (1993)):

LS (v(s)- v

5(h) =
7) 2|n(h)| nth)

donde:

n(h)={(s,;s)/dist(s,;s)=h vs,s'emuestraj

In(h)| es el nimero de pares distintos en n(h).



Decimonovenas Jornadas "Investigaciones en la Facultad" de Ciencias Econémicas y Estadistica. Noviembre de 2014.

e Minimos Cuadrados Ponderado

Dado un modelo de semivariograma teérico, se estiman sus paradmetros dependiendo de la
forma del semivariograma experimental.

En el ajuste basado en minimos cuadrados, se desea estimar el vector de parametros
0=(c,.c,,a,) del semivariograma tedrico y(h) que minimice la suma de cuadrados de la

diferencia R(8) dado por la expresion:
Kk
R®) =Y w! [7(h)-7(h:8)]
i=1

Para i=1,...,k, las ponderaciones son w’ =1/var[;7(hi)] en el caso de Minimos Cuadrados

Ponderados y w? =1 en caso de Minimos Cuadrados Ordinarios.

Para Minimos Cuadrados Ponderados, Cressie (1985) mostré que bajo los supuestos de
gque las observaciones se distribuyen normalmente y de diferencias cuadradas no correla-
cionadas en la semivariancia empirica, la estimaciéon de minimos cuadrados ponderada
aproximada del vector de parametros 0 se obtiene minimizando

LT
R(®)ycr = Z (h){ ) 1}

donde n(h;) es el nUmero de pares de puntos en la i-ésima lag distancia.

2.b. Inclusion de la variabilidad espacial en el proceso de estimacién: Aproximacion
basada en modelos

El enfoque que tradicionalmente se emplea en el muestreo de poblaciones finitas se conoce
como basado en el disefio y consiste en definir un método probabilistico de seleccion de la
muestra y un procedimiento para estimar un valor poblacional. El analisis del comportamien-
to del estimador se realiza en base a la distribucion del mismo obtenida a través de todas las
muestras posibles y tiene en cuenta muy pocos supuestos, lo que lo convierte en un proce-
dimiento muy solido y util para llevarlo a la practica.

El mas reciente enfoque de modelos, ha contribuido a la teoria del muestro en poblaciones
finitas de varias formas. Bajo este enfoque, la poblacion finita es una muestra de una pobla-
cién infinita llamada también superpoblacién. La muestra es a su vez una submuestra de la
poblacién finita

Las inferencias se basan en el planteamiento de un modelo superpoblacional que tenga en
cuenta o no la autocorrelacion de las unidades para luego estimar sus parametros con los
datos de la muestra y obtener las predicciones de los valores poblacionales de interés. Las
propiedades de los predictores se estudian considerando el modelo postulado.

Para formalizar el enfoque de modelos, a continuacion se presentan las siguientes definicio-
nes:

Sean

e Y, :vector de datos observados en la muestra.
e Y, ,:Vvector de datos de la poblacion para unidades no incluidas en la muestra.

e X,  Matriz de datos para la poblacién de p-1 variables auxiliares.
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El Predictor Lineal Insesgado y Optimo (BLUP) del total es:
? :1;1Yn +]‘;\l—n QN—n
donde \?N_n se predice por medio del modelo lineal y, = B, + BX;;...5, X, 1; + &

2

E(s)=0 Cov(s;s) = o o
(&)= ov(s; &) = C(dist(s;;s;))=C,;. sii=i

El estimador lineal de los parametros del modelo 8" =(f,; B;...; 5, ,) €s:

~

L=(X VX YH(X V1Y)

np 'nn’np np Vnn

Var(f) = (X, V.2X )

np "nn n,p
donde V,, es la matriz de covariancias para las n unidades en la muestra.
El Predictor lineal insesgado y 6ptimo (BLUP) es:

Yicn = XanpB + Vi Var (Yo = X, 8)

N-n,n "n,n

Por lo tanto el BLUP de Yes Y=1Y, +1,, [Xanvp,b“’jL Vo VY, - Xn’p,b“’)] (1).

N-n,n "n,n

El error cuadratico medio de la prediccion es:

ECM(?) =E (? - Y)2 = l;\l—n |:(XNn,p - QN—n,p )Q;;lp (XN—n,p - QN—n,p ), + (VN—n,N—n - WN—n,N—n ):lJNn (2)

donde V, _es la matriz de covariancias entre los “n” elementos incluidos en la muestra y los

N-n,n

“N-n”" elementos no incluidos en la muestra,

Q =V, VX

N-n,p N-n,n "n,n” *np
)

’ -1
Q=X V.iX

np "nn° 'np
1

W, =V, VIV

N—n,N-n N-n,n "n,n "N-n,n

En el presente trabajo se plantean dos modelos, donde para los radios censales se conside-
ra la variable en estudio Y, nimero Hogares con necesidades basicas insatisfechas (NBI) y
una variable auxiliar X, total de hogares.

Un modelo es: Y, = £ X, +¢& con & no correlacionados pero con afi proporcional a X;, el

cual conduce al empleo del conocido estimador de razon; y otro modelo: Y, = 4, + S X, + &
con:

E(¢)=0 Cov(g; &) = 052 =
(&)= ov(s; &) = C(dist(s;;s;))=C,;. sii=i
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La covariancia depende del modelo de semivariograma elegido.

2.c. Aproximacion asistida por modelos

La inferencia basada en el disefio realiza las estimaciones de los pardmetros dependiendo
del disefio muestral elegido para seleccionar la muestra sin tener en cuenta las propiedades
de la poblacion finita.

Como se mencion6 en la seccion anterior, la inferencia basada en el modelo utiliza informa-
cién auxiliar relacionando a la variable de interés con dicha informacion mediante un modelo
superpoblacional. Bajo este enfoque se necesita que los datos provengan de una muestra
probabilistica pero la forma en la que se selecciona dicha muestra no se tiene en cuenta
para la estimacion de los parametros de interés y a la variable en estudio se la considera
como una variable aleatoria

Los enfoques basados en modelos y en disefio no se deben pensar como puntos de vistas
contrapuestos, sino que pueden llegar a ser complementarios.

En el presente trabajo, se utilizan los estimadores del total basados en modelos y las com-
paraciones para evaluar el comportamiento de los mismos, se hara teniendo en cuenta los
valores que ellos asumen en las muestras sistematicas que se seleccionan.

El error cuadratico medio del total queda especificado de la siguiente manera:
~ ~ k ~
ECM(Y) = Var(Y) = % D (Y, -Y)? (3)
i=1

Las comparaciones se llevan a cabo mediante la eficiencia relativa, la cual se calculara con
el error cuadratico medio del estimador de razoén, en el numerador.

3. RESULTADOS

Para la implementacion de las propuestas enunciadas, se partié de la poblacién de radios
censales de la ciudad de Rosario extrayendo 6 muestras sistematicas de 149 unidades,
considerando como variable en estudio el nUmero de hogares con necesidades basicas in-
satisfechas. El total poblacional de esta variable fue 29622.

Los datos de cada muestra sistematica se utilizaron para estimar el total de hogares con NBI
en Rosario usando:

e Estimador de razon del total
e BLUP con modelo poblacional de semivariograma

e Expresion matematica del BLUP pero con modelo poblacional exponencial y parame-
tros estimados con la muestra.

e Expresion mateméatica del BLUP pero identificando el modelo de semivariograma y
estimando sus parametros con la informacién muestral.

Encontradas las seis estimaciones correspondientes a cada caso, se procedid a calcular el
error cuadratico medio.
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Modelos de semivariograma utilizados

El modelo se semivariograma poblacional utilizado es exponencial, su representacion se
encuentra en el Gréfico 1 y la expresién analitica es:

A h
h) = 515,78 +5150,60| 1—exp| — || h>0
Ve () [ p(5684,24ﬂ

Gréfico 1. Semivariograma empirico y ajustado (Resultado de SAS).
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Los graficos 2 a 7 contienen, para cada muestra, el semivariograma identificado con los da-
tos de la muestra y la estimacion de sus parametros de acuerdo a dicho modelo. Se agrega,
superpuesto, el semivariograma exponencial, que es el modelo poblacional, estimado con
los datos de la muestra.

En la muestra 1 se identific6 un modelo esférico, en las muestras 2, 3 y 6 modelos de poten-
cia, en la 4 esférico y en la 5 se considera un efecto agujero.
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Grafico 2. Semivariogramas muestrales para la
muestra 1

Grafico 3. Semivariogramas muestrales para la
muestra 2
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Grafico 4. Semivariogramas muestrales para la
muestra 3

Grafico 5. Semivariogramas muestrales para la
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Gréafico 6. Semivariogramas muestrales para la

Gréfico 7. Semivariogramas muestrales para la

muestra 5
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En el Cuadro 1 se presentan las estimaciones obtenidas para cada muestra en cada pro-
puesta, formula (1), el error cuadratico medio calculado segun (3) y la eficiencia relativa ob-
tenida como el cociente del error cuadratico medio del estimador de razén sobre el de cada
una de las propuestas.

Cuadro 1. Estimadores del total en cada muestra sistemética, «/ECM(\?) y eficiencia relati-
va, para cada estimador propuesto.

Efi-
Estimador del total en las muestras sistematicas: VECM

ciencia

Estimador segun: 1 2 3 4 5 6 relativa

Razén
26254 27598 25699 30129 28798 38461 4280 1
ety pesEeier 26352 27669 26516 29523 27352 32890 2582 2,75
nal Exponencial ’

Modelo muestral

Exponencial 26148 27972 26561 29045 27203 33095 2659 2,59

Modelo muestral
26231 28163 26536 29830 27248 32952 2579 2,75

4. COMENTARIOS FINALES

Puede decirse que, para el caso en estudio, con cualquiera de las alternativas consideradas,
el uso de la informacién que caracteriza la variabilidad espacial, ha redundado en una mejo-
ra importante de la precision de las estimaciones.

Se esperaba que al plantear estimaciones del modelo de semivariograma a partir de la
muestra, el error cuadratico medio aumentara con respecto al que se obtiene al utilizar el
semivariograma poblacional, debido a la variabilidad introducida por el uso de diferentes
modelos, dependiendo de lo observado en cada muestra y las estimaciones de los parame-
tros del mismo. En el presente caso los errores cuadraticos medios de los estimadores del
total resultaron similares.

Cabe notar que se obtuvieron estimaciones del error cuadratico medio expresado en (3),
para cada propuesta y las mismas son mas parecidas entre si para las estimaciones usando
el modelo de semivariograma poblacional.

Si bien el estudio realizado se limita a una poblacion determinada y con cierto orden, lo que
debe aclararse por haber obtenido resultados para muestras sistematicas, constituye un
aporte en cuanto a mostrar la utilidad del uso de la informacion de la variabilidad espacial de
las unidades.
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