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Proyecto:“ Métodos multivariados aplicados a procesos industriales’ .

CONTROL ESTADISTICO DE PROCESOSMULTIVARIADOSMEDIANTE
GRAFICOSDE CONTROL MULTIVARIADOS T? DE HOTELLING, MEWMA Y
MCUSUM

INTRODUCCION

En la actualidad las técnicas del control estadistico de procesos (SPC) son
herramientas muy utilizadas en la supervision de los procesos productivos. El SPC tiene
como objetivo controlar las caracteristicas de calidad mas importantes de un producto
durante su proceso de fabricacion. Las técnicas SPC ayudan a descubrir una causa
especial de variacidon, que no es parte del proceso todo el tiempo, pero surge debido a
circunstancias especificas.

Tipicamente, el monitoreo de procesos consiste en medir y realizar controles sobre
varias caracteristicas de calidad correlacionadas. Si se ignora esta correlacion y se
utilizan para vigilar la estabilidad del proceso, graficos de control Shewhart para cada
variable por separado, se puede perder informacion importante. Debido a ello el Control
Multivariado de Procesos (MSPC) constituye una valiosa alternativa al control
univariado.

Entre los graficos mas divulgados, desarrollados hasta el momento para el MSPC
pueden mencionarse:

« T? deHotelling: a veces denominado grafico Shewhart multivariado.[1947]

 MEWMA: grifico multivariado de promedios moviles ponderados
exponencialmente. [Lowry y colaboradores (1992)]

* MCUSUM: grafico multivariado de sumas acumuladas [Crosier (1986)]
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El MCUSUM vy el MEWMA, a diferencia del T? , son graficos ponderados en el tiempo,
en los cuales cada punto graficado contiene informacion no s6lo del ultimo periodo, sino
también de otros anteriores.

En el caso del MEWMA, la ponderacion que se le da a cada periodo para el célculo de la
estadistica, decrece en forma exponencial, a medida que se aleja del periodo actual.

En el MCUSUM, a cada periodo se le asigna la misma ponderacion para el célculo de la
estadistica.

El objetivo de este trabajo es desarrollar en forma breve estos graficos de control
multivariados, analizando sus caracteristicas, propiedades, bondades y desventajas.

GRAFICOSDE CONTROL MULTIVARIADOS

En todos los casos se consideran en forma simultdnea p caracteristicas de calidad, que
pueden ser modeladas, cuando el proceso esta bajo control, por una funciéon de densidad
normal p-variante, con vector de medias Ho = (U, M, »--» My, ) Y Matriz de variancias y

covariancias X de orden p.
GRAFICOST?

El primer trabajo en control de calidad multivariado fue realizado por Hotelling en 1947,
quien aplico sus procedimientos a datos sobre precision de bombas durante la segunda
guerra mundial.

Estos graficos pueden aplicarse para tamafios de subgrupos mayores o iguales que uno.
Geométricamente, la estadistica T* es proporcional a la distancia al cuadrado entre una
observacion multivariada y el vector de valores objetivo, donde puntos equidistantes
forman elipsoides alrededor de dicho vector. A mayor valor de T mayor es la distancia
entre la observaciéon y el valor objetivo.

El estadistico de Hotelling es:
Ti2 :n(ii —Hy)' z (;1 (Y| ~H)s

con X; =(Xj, Xj;,es Xip) 1 vector de medias para las p- caracteristicas, en la i-ésima

muestra. Cuando el tamafio del subgrupo n = 1, se obtendran vectores de observaciones en
lugar de vectores de medias.
Si Mo y Zo son conocidos y el proceso esta bajo control, la estadistica T se distribuye

como una chi-cuadrado central con p grados de libertad (T,*- )(; ).
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Este estadistico corresponde al ensayo de hipotesis: Ho: |, =M, vs. H1: i # Ho.
Cuando el proceso estd bajo control, (M, =M, ), existe una probabilidad o de que el

estadistico Tzi exceda al valor critico xi,a . Por ello se toma como indicacion o sefial de

“fuera de control” un valor de la estadistica T% que supera al valor X f) -

Cuando € proceso no esta bajo control , la estadistica T% se distribuye como una
variable chi- cuadrado no central con p grados de libertad y con parametro de no
centralidad:

A=, —Hy)' z _ol(pq ~Ho)

con M # Mo, donde M1 es el vector de medias de las p caracteristicas, cuando existe un
cambio en al menos una de las medias.

Una medida del cambio en el vector de medias puede definirse a partir de la distancia de
Mabhalanobis:

d= ~1e)'Y o' (M, ~H,) resultando A = nd’

Esta expresion del parametro A de no centralidad indica que es mas probable detectar un
cambio “d” en el vector de medias, cuando se toma un n mas grande, ya que ello conduce a
un A mayor y similarmente, que para un n dado es mas facil detectar un cambio “ d” cuando
éste es mas grande.

En el caso en el cual los valores de Hoy Z , o sean conocidos, se pueden estimar a partir

de m muestras preliminares de tamafio n, tomadas de un proceso bajo control.
Los estimadores insesgados de Moy Z o » SOM:
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NOTA: En la practica es preferible basar el analisis en datos agrupados, mas que en
observaciones individuales, ya que la estimacion de la matriz de covariancias a partir de

una matriz amalgamada (S) resulta mas confiable. Los subgrupos racionales son mas
adecuados para detectar cambios en el vector de medias.

El calculo de la estadistica se realiza mediante:

T’ =n(X, - X)'S™ (X, = X)
cuya distribucion bajo la hipotesis nula es:
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T2 = p(m-1)(n-1)
' (m-m-p+])

p, mn-m-p+1

Si Moy z , son estimados a través de tamafios grandes de muestras preliminares (n = 20 6

25), entonces el limite de control superior en el grafico T? sera:
N2
LS.C=X\a

Caso contrario, el limite superior de control sera:

p(m-nH(n—1)
‘(mn-m-p+1)

LS.C=

p, mn-m-p+1,0%

Los dos problemas principales que surgen al aplicar un grafico T son:

* La escala que se utiliza para graficar los valores, no esta relacionada con la escala
de ninguna de las variables involucradas.

+ Cuando la estadistica T excede el limite superior de control (L.S.C), el usuario no
posee informacion relevante sobre qué pudo haberla causado. Se requiere
informacion adicional para determinar qué variables son responsables de ese valor
fuera de limite de control. Esta informacién es esencial en cualquier intento de
detectar las causas de las desviaciones y posiblemente corregir el proceso. Por eso
se aconseja llevar en forma paralela, graficos de control univariados para cada
caracteristica, utilizar métodos como los propuestos por Mason, Tracy y Young
(1995) o Kourty y Mc Gregor (1996).

2- GRAFICOS PONDERADOSEN EL TIEMPO
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2.1- GRAFICOSMEWMA

Estos graficos, como su contrapartida univariada, acumulan informacién proveniente de
periodos pasados, haciéndolos mas sensibles para detectar pequefios cambios en el vector
de medias.

Llamando X; a los vectores p-dimensionales de observaciones, los correspondientes

vectores MEWMA se definen como:
Zi=RX;+( -R)Zi, parai N

con Zo=0; R=diag (r;,m,....15); 0 <1 <1 ;5=1,2,..,p,

| : matriz identidad de orden p.

Los ry marcan la profundidad de la memoria para cada variable. A mayor valor de r;,

menor profundidad.

Para cada observacion se calcula la estadistica :
2 ’ -1
Ti = ZZ z Zi
con Z _ matriz de covariancias de los Z; (definida mas adelante)

La sefial de salida de control se produce cuando le supera un cierto valor “h”, (h>0)

seleccionado de manera tal de lograr un cierto valor de ARL cuando el proceso estd bajo
control. E1 ARL (longitud de corrida promedio) es una caracteristica usada con frecuencia
para evaluar el comportamiento de un diagrama de control. Es el numero de puntos que en
promedio deberan graficarse hasta que se produzca una sefial de salida de control. Son
deseables valores grandes de ARL cuando el proceso esta bajo control y valores pequefios,
cuando el proceso cambia a un nivel inaceptable.

Si no existe a priori ninguna razéon para ponderar en forma diferente las observaciones

pasadas de cada una de las p variables (como generalmente sucede), entonces puede
5
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tomarse 1 = 1, = ...= 1, = I. En este caso, la performance del ARL del MEWMA depende

solamente del parametro de no centralidad A, donde en general,
A=y =H) D o (M~ Hy)

En el caso de distintos valores de r, el ARL depende de la direccion del cambio y no sélo

del valor de A.

Sirj=n=.=r1,=r los vectores MEWMA se pueden reescribir como:
Zi=tXi+(1-1)2Z i, parai [N

La estadistica que se calcula para construir el grafico es:

T - z3.z

donde

r

2.5, -(-ryYH Y,

siendo su valor asintotico

r

27752

Cuando r=1, el grafico MEWMA coincide con el grafico de control T~

Valores adecuados de r (profundidad de memoria) y de h (L.S.C.) pueden obtenerse de las
Tablas proporcionadas por Lowry y colaboradores (1992). Las mismas estan en funcion del

ARL, del nimero p de variables considerado y del parametro de no centralidad A.

Para interpretar sefiales de fuera de control se recomienda usar en forma simultanea
graficos EWMA univariados.
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2.2-GRAFICOS M CUSUM

Estos graficos acumulan desviaciones de los valores muestrales (valores individuales o
promedios de subgrupos de tamafio n) con respecto a valores objetivos.

En 1988 Crosier propuso dos procedimientos para el grafico CUSUM.

El primer procedimiento reduce cada observacion multivariada a un escalar y luego
construye la estadistica CUSUM con los escalares.

El segundo procedimiento forma un vector CUSUM directamente a partir de las
observaciones.

Primer procedimiento: COT ( CUSUM of T)

Se basa en el calculo de una estadistica CUSUM, en la cual interviene la raiz cuadrada del
estadistico T definido anteriormente, o sea:

T = \/Tiiz:\/n(ii _Ho)'z o_1 (Y| —H,)

Si bien los graficos Shewhart multivariados basados en la estadistica T son equivalentes a
los basados en la estadistica T; esto no sucede en los esquemas CUSUM. Crosier prefirid
utilizar valores de T porque de esa manera , se acumulan distancias en lugar de distancias al
cuadrado.

La estadistica MCUSUM se calcula de la siguiente manera:
S;-max (0, S;.;; + Ti— k)

donde Sy =20 (en general Sp=0) y k >0.

El grafico da una sefial de fuera de control cuando el valor de S; es mayor que un cierto
valor_h que depende del valor del ARL deseado cuando el proceso esta funcionando en el
valor objetivo [S;>h ].

Empleando procesos de Markov, Crosier obtuvo valores de hyk parap =2,5,10y 20y
para valores de ARL de 200 y de 500 cuando el proceso esta bajo control. Estas tablas se

disefiaron para detectar un cambio d = 1 en el vector de medias, donde d = \/X , con A
pardmetro de no centralidad .En este caso especial los valores de k 0ptimos se aproximan a

/o

Segundo procedimiento: CUSUM MULTIVARIDO



Octavas Jornadas "lnvestigaciones en la Facultad" de Ciencias Econdémicas y Estadistica, noviembre de 2003

La estadistica que se calcula es:

Yi :[S; z _lSi]l/z

siendo: Si=(Si_1+Xi-u0)(1-£) si 6>k
Ci
{
S=0 sic <K
Con Ci:l_(si—1+xi _p-o)'z-l(si—l"'xi _HO)JI/Z
Siendo Xi  :vector de observaciones o de promedios de subgrupos de tamafio

n, de la i- ésima muestra.
Ho : vector de valores objetivos.

z : matriz de variancias y covariancias.

S, : generalmente es igual a cero.

El método seiiala una situacion fuera de control si:

Y =[sy 's]?>n

Crosier sugiere utilizar valores de k :%, porque minimizan el valor del ARL cuando el

vector de medias ha cambiado en una magnitud d. Proporciona tablas con valores de h para
el casode p=2, 5, 10 y 20 variables.

COMPARACION DE LOSESQUEMAS

La estadistica T? estd basada en la observacién mas reciente, siendo insensible a cambios
pequefios a moderados en el vector de medias del proceso.

Un problema practico que surge con estos graficos es su falta de robustez: son sensibles a
los outliers multivariados. Estos son observaciones (X) que tienen grandes valores de T,
aunque ninguna componente del vector sea considerada un outlier en un test univariado.

La interpretacion de “sefiales de fuera de control” en cualquiera de los procedimientos
multivariados descriptos es, en general, bastante dificultosa. El problema mas importante
que surge es la identificacion de la (s) variable(s) responsable(s) de esa senal.
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En la década del noventa diversos autores trabajaron sobre este tema, especialmente en lo
. , 2 .
relacionado con el grafico T” y presentaron diferentes propuestas tales como:

* Ranqueo de las componentes del vector.
+  Ajustes por regresion, para mejorar el poder diagnostico del grafico T2,
«  Descomposicion de la estadistica T°.

* Empleo de diversos graficos [graficos de barras de los errores normalizados,
graficos de barras de los scores normalizados, graficos de contribucion].

* Analisis por Componentes Principales.

» Utilizacion del método de Proyeccion sobre Estructuras Latentes o Minimos
Cuadrados Parciales.

El esquema MEWMA puede tener mejor comportamiento que el MCUSUM cuando el
proceso esta desde el inicio fuera de control y se comporta de manera muy similar cuando
el cambio en el vector de medias se produce con posterioridad.

El vector MEWMA da una indicacion de la direccion del cambio pero no proporciona una
estimacion precisa del vector de medias en curso.

El grafico MEWMA puede disefiarse de manera tal que sea robusto a la no normalidad y
es muy efectivo para detectar cambios de cualquier tamafio o direccidon, aun en el caso de
distribuciones multivariadas muy asimétricas o con colas pesadas. Esto lo convierte en una
mejor alternativa que los graficos T ya que pueden desempefiarse en la forma deseada
cuando el proceso esta bajo control, bajo una amplia gama de distribuciones y al mismo
tiempo pueden tener un comportamiento adecuado, cuando el proceso se sale de control.

Los dos esquemas MCUSUM proporcionan una deteccion mas rapida de un cambio en el
vector de medias que los graficos T2, siendo preferible en este sentido el CUSUM
multivariado al esquema COT. Ademas el CUSUM multivariado (como el MEWMA)
proporciona una indicacion de la direccion en la cual han cambiado las medias.

CONCLUSIONES

Si bien los métodos de control multivariados se adaptan mejor a la naturaleza de los datos,
su empleo en la industria local, no es frecuente.

Las dificultades para su implementaciéon pueden tener su causa fundamental en las
actividades y calculos mas complejos que ellos requieren.

Los programas estadisticos de mayor difusion contienen una amplia variedad de
procedimientos graficos Tutiles para el control univariado de procesos. En analisis
multivariado, el grafico T? se encuentra en software estadisticos de aplicacién masiva

9
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[STATGRAPHICS, S-PLUS; SIMCA y PLS Toolbox de MATLAB]. Los graficos
MCUSUM y MEWMA requieren de una mayor complejidad de calculo frente al grafico T
y no estan aun incorporados en software accesible o de uso frecuente. Sin embargo,
presentan una gran potencialidad en su aplicacion y su divulgacion deberia enfatizarse en el
ambito industrial
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