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1. INTRODUCCION

En este trabajo se muestra la integracion de la herramienta computacional al
aprendizaje de una materia totalmente abstracta, como es el algebra lineal y su aplicacién a
la economia.

El desarrollo matricial del algebra lineal, considerada muy dificil, facilita a los
economistas -en este caso especial a los alumnos de la carrera de Licenciado en Economia
de la Facultad de Ciencias Econémicas y Estadistica de la UNR- el abordaje al aprendizaje
de un conjunto de conocimientos tedricos y sus aplicaciones. A través de la utilizacion del
Sistema Basile se brinda un enfoque actualizado para el tratamiento computacional de su
disciplina especifica.

Este Sistema, desarrollado por el INRIA (Institut National de Recherche en Informatique
et en Automatique) de Francia es un sistema totalmente interactivo: recibe una linea de
comando, la trata inmediatamente, imprime el resultado, si corresponde, y espera un nuevo
comando. Ademas, ofrece una gran comodidad para la visualizacion de las soluciones
obtenidas.

BASILE ha sido desarrollado a partir del software MATLAB del que se ha conservado en
parte como intérprete. La base de datos, en cambio, ha sido modificada completamente para
tratar los objetos especificos de la automatica.

La practica se realiza en el Laboratorio de Matematica. Este laboratorio ha sido
asignado al proyecto de investigacion “La ensefianza de la Matematica con Herramientas
Computacionales” dirigido por Mercedes Anido en el marco del Fondo para Mejoramiento de
la Calidad Universitaria (FOMEC) N° 615 del Departamento de Matemética de la FCEyYE de
la UNR.

2. FUNDAMENTOS.

Sin duda alguna, frente a la llegada del tercer milenio, uno de los temas
preocupantes es el referido al capital humano. Las altas tasas de desocupacion,
especialmente entre los jovenes, es una clara denuncia sobre el peligro que encierra para la
sociedad toda el no haber invertido en educacion acorde a las necesidades.

En este sentido, la preocupacién de la comunidad de los docentes de matematica se
ve reflejada en algunos hechos significativos. Es asi como en los primeros meses de 1998
comienza a circular un Documento de Discusion con el siguiente titulo “Sobre la
Ensefianza y Aprendizaje de Matematicas en el Nivel Universitario”, elaborado por The
International Commision on Mathematical Instruction (ICMI).
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Algunos considerandos se detallan a continuacion, intentando dar respuesta a la
pregunta ¢ Por qué un estudio sobre la ensefianza y aprendizaje de matematica en el nivel
universitario.

“(...)Numerosos cambios han tenido lugar en afios recientes que han afectado
profundamente la ensefianza de las matematicas en el nivel universitario. Cinco cambios
gue aun tienen considerable influencia son : i) el incremento del nimero de estudiantes que
actualmente cursan estudios terciarios; ii) importantes cambios pedagdgicos y curriculares
en el nivel pre-universitario; iii) las crecientes diferencias entre la educaciéon matemética de
nivel secundario y la nivel terciario, con respecto a sus propositos, objetivos, métodos y
enfoques de enzefianza; iv) el rapido desarrollo de la tecnologia; y v) presiones sobre las
universidades para que den cuenta publicamente de sus acciones. Por supuesto, todos
estos cambios son generales y han tenido influencia en otras disciplinas. Sin embargo, dada
su posicién central en la educacion general, y su naturaleza obligatoria para muchos
estudiantes, puede argiirse que estos cambios quizas han tenido una mayor influencia en
matematicas que en cualquier otra disciplina.(...)".

“...) Nuevos desarrollos en la ensefianza y aprendizaje de matematica tratan de
resolver estos problemas. Por ejemplo nuevos enfoques para Calculo y Algebra Lineal en
Estados Unidos reflejan, en parte intentos de hacer estos temas mas atrayentes y
significativos para la mayoria de los estudiantes. También se han producido cambios de
contenido, con énfasis creciente en algunas universidades en aplicaciones y modelos,
historia y filosofia de las matematicas etc. (...)”

“(...) Mundialmente se est& haciendo mayor uso de computadoras y calculadoras en la
instruccién matematica. Hay muchos software y paquetes de ensefianza disponibles para un
gran rango de topicos curriculares. Esto, por supuesto, plantea la cuestion de qué es lo que
estos software y paquetes ofrecen para la ensefianza y aprendizaje del tema, y que
problemas potenciales pueden generar para la comprension y el razonamiento. Seria
beneficioso juntar aquellos ejemplos donde el uso de la tecnologia informética y software
resultan enriquecedores para la experiencia de los estudiantes y devienen en una mejor
comprension y aprendizajedizaje (...)”

Este documento fue sometido a discusion de la comunidad matematica y del 8 al 12 de
diciembre de 1998 se realiz6 la conferencia de Estudio en Singapur. Esta previsto para
agosto del 2000 la “Presentacion de las principales consideraciones y hallazgos” en el
ICME-9 a realizarse en Japén. Entre 1999 y 2001 los editores produciran un volumen con
las contribuciones, y los resultados de las deliberaciones de los grupos de trabajo y paneles
de la conferencia que se espera sea una referencia basica para el tema por algun tiempo.

3. EL CONTEXTO ACTUAL: LA ASIGNATURA MATEMATICA PARA ECONOMISTAS II.

La materia Matematica para Economistas Il es cursada en el segundo cuatrimestre por
los alumnos del tercer afio de la carrera de Licenciado en Economia dictada en la FCEYE de
la UNR. Entonces, es de duracién cuatrimestral con una carga horaria de seis horas teérico-
practicas semanales. La practica en Laboratorio es, en promedio, de dos horas semanales
dependiendo de la coordinacion necesaria con el desarrollo de los temas tedricos.

El programa de la asignatura Matematica para Economistas Il abarca los siguientes
temas fuertes:

* Repaso de algebra matricial y de algebra vectorial.
* Formas lineales y cuadréticas.

* Eigenvalues y eigenvectors. Diagonalizacion de matrices simétricas y reales.
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*  Matrices semejantes.

* Programacion matematica: programacion lineal y no lineal.
* Teoria de los juegos.

* Nociones de programacion dinamica.

Es evidente lo extenso del programa para ser dictado en un cuatrimestre. Solamente el
desarrollo de la parte especifica del algebra lineal en las asignaturas de otras carreras
insume una duracién igual al desarrollo completo del programa en cuestion y en otros casos
para un mayor analisis y comprension tedrico y practico los cursos de algebra lineal tienen
una duracion anual.

En este contexto, y gracias a la posibilidad de utilizar el Laboratorio de Matematica se
decidié la incorporacién de la practica en computadoras para, por un lado, paliar el factor
“olvido” de los alumnos en los repasos de los contenidos tematicos y poder asi avanzar en la
aplicacion econémica. Por otro lado, agilizar el desarrollo mas completo relacionados con la
programacion matematica.

De esta manera, en el Laboratorio de Matematica se trabaja en forma interactiva con la
computadora, centrando el aprendizaje en la actividad del alumno. El docente es un
facilitador del aprendizaje, a cargo de consultas actuando sélo cuando los comandos de
ayuda del sistema sean insuficientes.

4. LAS GUIAS DE TRAAJO PROPUESTAS.

Esta experiencia pedagogica se esta realizando en la Facultad desde el afio académico
1997 y continta. Los ejercicios se desarrollan utilizando cinco guias de trabajo. La primera
guia consiste en ejercicios de simple ejemplificacién de las habilidades del sistema a través
de la revision del algebra vectorial, los temas abordados son:

* |ntroduccidn de vectores en maquina por sus componentes.
* Transposicion de vectores.
* QOperaciones con vectores.

La segunda guia se efectiviza mediante ejercicios de revision del algebra matricial en
los que por reiterativos se adquiere el manejo de las cualidades del sistema logrando mayor
velocidad y fluidez. Con el espiritu de aprender las notaciones y operaciones con matrices,
los topicos aqui abordados son:

* |ntroduccion de matrices en maquina.
* Transposicion de matrices.
* Operaciones con matrices.
* |nversion de matrices.
*  Submatrices.
Se completa el andlisis con la resolucion de sistema de ecuaciones.

Es sabido, que los modelos econémicos, Ultimamente tan utilizados, han estimulado
enormemente el interés por el algebra lineal. Por ello, se considera oportuno que la tercera
guia de trabajo contemple los siguientes casos:

* Modelo de mercado con dos bienes.

- obtencién de cantidades y precios de equilibrio
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- obtencién de cantidades y precio de equilibrio de un mercado
- analisis de un mercado compuesto por dos bienes.

* Modelo de la renta nacional
- otencion de cantidades Optimas de ingreso y consumo

- verificacion si la solucibn matematica es significativa desde el punto de vista
econdémico.

El objetivo perseguido en la cuarta guia de trabajo es el de trabajar con polinomios
matriciales, calcular los autovalores y autovectores asociados a una matriz cuadrada. En
este caso se contemplan los siguientes temas:

* Calculo de autovalores y autovectores.

* Calculo de matrices diagonales.

* Verificacion del teorema de Hamilton-Caley.
* Célculo de matrices semejantes.

De esta manera, los estudiantes poseen un conjunto de conocimientos computacionales
del algebra lineal aplicados a la economia. Con este aprendizaje, se considera que el
alumno de la carrera de Licenciado en Economia puede abordar un tema tan importante
como es el modelo de insumo-producto de Leontieff desde su perspectiva algebraica.
Entonces, los items que abarca la quinta guia de trabajo son:

* Modelo de insumo-producto de Leontieff.
- calculo de la matriz de coeficientes de requerimientos directos e indirectos
- calculo del vector de produccion
- calculo de la matriz de transacciones intersectoriales.

La practica en el Laboratorio se complementa obviamente con desarrollos teéricos
realizados en el aula. Es importante recordar que esta ejercitacion esta dirigida a usar la
computadora como una “calculadora inteligente” y ésto NO es suficiente para realizar el
aprendizaje de un curso de algebra lineal, debiéndose completar los conocimientos con la
adecuada bibliografia y marco teoérico.

5. EL MODELO DE INSUMO-PRODUCTO DE LEONTIEFF.

5.1.Introduccién tedrica al modelo.

A principios de la década del ‘30 W. Leontieff desarrolld6 un modelo lineal de la
economia nacional. Este sistema insumo — producto suministra la estructura para analizar y
medir la corriente de insumos y de productos que circulan entre los distintos sectores
relacionados de la economia. Concretamente, la matriz de insumo producto (MIP) en su
version original es un registro ordenado de las transacciones entre los sectores productivos
de una economia, orientados a la satisfaccion de la demanda final. En la actualidad este
analisis se aplica predominantemente al estudio de sistemas mas reducidos (por ejemplo las
relaciones entre distintos sectores de una misma empresa) y mas amplios (economia
internacional).

La relevancia de este sistema, también conocido en la literatura como input - output, es
que aplica el mismo procedimiento para todos los casos, a saber, "(...) se define la
interdependencia existente entre los diferentes sectores que componen el sistema en
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cuestion, mediante una serie de ecuaciones lineales cuyos coeficientes numéricos
representan las caracteristicas estructurales propias del mismo. El valor de estos

coeficientes se determina empiricamente (...)"".

El andlisis de insumo producto de Leontief, en su version estatica, busca el nivel de
produccién que se deberan alcanzar en cada sector de la economia para satisfacer la
demanda final y el nivel de precios, dado el valor agregado de cada sector. En la version
estatica — comparada se trata de predecir los efectos de cambios en las distintas variables
gue intervienen en el modelo, como consecuencia de cambios acontecidos entre dos
momentos de tiempo. El presente analisis se realizar4 s6lo en su version estatica.

Cualquiera sea el sistema input - output de que se trate (economia nacional o
empresas, estatico o estatico - comparado) el interés principal del mismo radica en la
posibilidad de planificacion de la produccién por parte de las autoridades.

A continuacion se desarrollan los conceptos fundamentales de este modelo para una
economia nacional, haciendo especial énfasis en la resolucion matematica y las condiciones
que aseguran la existencia de una solucion econémicamente significativa.

5.2.Supuestos del modelo.

1. Economia que produce n bienes (producidos en n sectores): j =1, 2, ..., n. ES0s mismos
bienes son utilizados como insumo en todos los sectores:i=1, 2, ..., n.
De cada bien o sector hay una demanda final o excedente o producto neto (d;).

2. Los coeficientes de insumos o coeficientes técnicos (definidos a;) son constantes; es
decir, independientes del nivel de produccion (rendimientos constantes a escala).

3. No hay produccién conjunta. Esto significa que con una misma técnica se produce un
solo bien. La no existencia de produccién conjunta implica que con una sola técnica se
produce un solo bien: Si a;, a,, ..., a, produce una unidad del bien j y una unidad del
bien i, entonces j e i son el mismo bien.

4. No existen técnicas alternativas; es decir, no se puede producir un mismo bien con
distintas técnicas. La no existencia de técnicas alternativas significa que dos técnicas no
pueden producir un mismo bien: Si ai y by, coni =1, 2, ...., n producen una unidad del
bien k, entonces ax = by (Vv i=1,2,...,n).

5. No existe exceso de factores, lo cual implica que disponibilidad y uso de un factor son
sinénimos. Es decir, es una economia de subsistencia que sé6lo produce los insumos
necesarios para seguir produciendo.

5.3.El desarrollo del modelo.

Sean:

X; Produccion total del bienj (=1, 2, ..., n)

xj Cantidad de i necesaria para producir del bien j la cantidad x; (i=1, 2, ..., n;
ji=1,2,..,n)

di Cantidad de i destinada a satisfacer la demanda final o excedente.

Teniendo en cuenta los supuestos anteriores, la produccion total del bien k (en un
periodo de tiempo dado) es igual a la suma de los insumos o0 materias primas que se utilizan
de este bien para producir todos los demés bienes, mas la demanda final del mismo. Esto
es, en términos matematicos:

! LEONTIEFF, W. "Analisis Econémico Input - Output". Edit. Planeta - Agostini. Espafia. 1993. p. 207.
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n

Xk = X + Xz + oo+ Xin + i = 2 Xy + di 1)
i=1

El coeficiente de insumos se define como la cantidad del bien i necesaria para
producir una unidad del bien j, es decir, en términos relativos:

0<a;<l )

donde a; es constante Viy Vj. Adicionalmente, 2 a; < 1, debido a que el modelo es abierto
(parte de los producido se destina a demanda final).

Si se multiplica y divide cada sumando del segundo miembro de (1) por x;:

Xk = X X1+ Xz X2 + oo + Xin Xn + Ok = 2 X X + di
X1 X Xn "X
Reemplazando en la expresion anterior por el coeficiente de insumos [expresion (2)]
correspondiente se obtiene:

n

Xk = 81 X1+ Az Xo + oo+ @n Xn + O = 2 & Xi + di (3)
i=1

Asi, el modelo input — output méas sencillo en cantidades fisicas, puede ser escrito de la
siguiente manera (parak =1, 2, ..., n):

Xp=apXg+tap X +..tanX,tdi =2 a;x+d;
Xp =8 Xg +8pXo+ ... ¥ 8 Xn+d2=2 85 X+ dy
.............................................................................. 4)

ananlxl+an2X2+---+annxn+dn=zanixi+dn

Claramente, en notacién matricial:

5)

donde:

X1

— X . .
X= z : vector de produccion
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di
dz

d=| ... |:vector excedente o demanda final

A= : matriz de (coeficientes de) insumo - producto (o matriz estructural)

Para que puedan aplicarse sin restricciones todos los teoremas del algebra lineal, la
matriz A debe ser irreducible. Econdmicamente esto significa que debe existir interconexion
regional entre todos y cada uno de los sectores productivos.

A partir de la expresién (5), se deduce que:

Ix-Ax=d = (6)

donde la expresion (6) es un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas. Se supone
que el vector d > 0 (si d = 0 no existe excedente en ningln sector, siendo la economia no
reproducible, y el modelo serd cerrado; d < 0 no es econdmicamente posible). (I — A)
(denominada matriz tecnolégica T), se pre-multiplica por su inversa —si existe- (I — A)™,
(conocida como la inversa de Leontief):

I-A)L(1-A)x=(1-A"d
Ix=(1-A"d

(7)

Matematicamente, existe (I — A)™ si |1 - Al # 0. Pero econémicamente se requiere,
ademas, gue X sea no negativo, es decir, que las cantidades de produccién en cada sector
no sean negativas y no todas ellas nulas. Para satisfacer esta ultima condicion, dado d no
negativo, es necesario que la matriz inversa de Leontief sea, a su vez, no negativa (positiva
semidefinida). Es decir, se necesita que (I — A)™ > 0, lo cual dependera de que se cumpla| I -
Al > 0. La matriz tecnolégica (T), de orden n, puede ser expresada también como un
polinomio de grado n: T =f(A) =0 (donde A es el vector = {A},i<1, 2, ..., n).

Si A es no negativa e irreducible y la raiz méxima es real, positiva y menor que 1, se
verifica que la matriz inversa de Leontief es definida positiva (por los teoremas de Perron —
Frobenius y el de Metzler.

Recordando lo que dice el teorema de Perron - Frobenius: Si A es una matriz no negativa e irreductible,
existe una Unica raiz de A, A(A), que tiene el mayor valor absoluto. Esta raiz es positiva y simple, tal que:

Su vector caracteristico asociado es estrictamente positivo.
Si p > A max €ntonces existe la inversa de (pl — A) y ademas (pl — A)'l > 0.

Amax tiene un valor comprendido ente el minimo y el maximo de la suma de las filas de A, y entre el minimo
y maximo de las columnas de A.
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Por su parte, el teorema de Metzler propone sea A = {a;} una matriz positiva. Una condicion necesaria y
suficiente para que todas las raices caracteristicas de A sean menores que 1 (en valor absoluto) es que los
menores principales de (I — A) sean positivos. Si ademas A es irreducible (1 — A)'l = {oi} > 0; i > 1 (Vi) y & < aii.

De los dos teorema anteriores se puede extraer la siguiente conclusion: La matriz de Leontieff es una clase
particular de matriz no negativa especificada por las siguientes condiciones:

2> 0 (a)

2igj<1l (b)

El producto del sector k se definid: xx = > axi xi + dx (3), k=1, 2, ..., n.

Por las condiciones (a) y (b) anteriores, (3) tiene solucion Unica, la cual es positiva si d > 0. Si A es,
ademas, irreducible, a;; > 0 y la matriz inversa de Leontieff serd positiva.

Demostracion: Para mostrar que (I — A)'1 es una matriz positiva (suponiendo a; > 0), es suficiente mostrar
que |l — A| es positivo.

Si A >0, la matriz AA podré satisfacer las mismas condiciones que A. Entonces, || —AA| serA=0para0 <A
< 1. Como el determinante es positivo, si A = 0 y continuo en A, es positivo cuando A = 1.

Es decir, la existencia de la inversa de (I — A) en un modelo abierto (d > 0 = x > A x)
esta garantizada por el hecho de que A es no negativa e irreducible (por el Teorema de
Metzler). Esta caracteristica es especialmente importante para asegurar la existencia de
solucién al modelo.

De lo anterior, y teniendo en cuenta las hipétesis de comportamiento previamente
enunciadas, se concluye que el modelo (planteado formalmente en (5)) tiene solucion, la
cual es uUnica. Entonces, calculada empiricamente la matriz estructural y el vector de
demanda final, es posible determinar el nivel de produccién de cada uno de los bienes o
sectores de esta economia por medio de la ecuacion (7).

6. LA APLICACION ECONOMICA PROPUESTA.

1. En una economia con tres industrias se sabe que la industria | utiliza 0.05 de su propio
producto, 0.33 del producto Il y sélo 0.19 del producto Il para producir una unidad de su
bien. Del producto de este sector se destina el 25% para el sector Il y el 34% para el
sector lll. Su demanda final es de 1,8 millones. El sector I, utiliza el 10% de su
produccion para autoabastecerse y destina el 12% al sector Ill. Este sector (Il) utiliza
0.38 proveniente del sector Ill para producir una unidad del bien 2. El sector 3 no utiliza
su bien como insumo en su sector. El excedente del sector Il es de 0.2 millones y el del
sector Il es de 0.9 millones.

a) Presente las matrices de transacciones intersectoriales y la de coeficientes de
requerimientos directos e indirectos, segun su definicibn matematica.

b) Calcule el vector x. Analice sus componentes.

Con estos datos la matriz de coeficientes de insumo-producto es:

<>

A=[.05 .25 .34
33.1.12
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19 .38 0]
A =
I .05 .25 .34!
.33 .1 21
.19 .38 0. !

El vector excedente o de demanda final es:
<>

D=[1.8

.2

9]

D =

1 18!

121

19!

Célculo de la matriz de requerimientos directos e indirectos.
<>

R=INV(EYE-A)

R =

I 1.3720805 .6089571 .5395822'!

I 5665613 1.4218634 .3632545!

I .4759886 .6560099 1.2405573!

Célculo del vector de produccion.
<>

X=INV(EYE-A)*D

X =

I 3.0771603!

I 1.6311121!

I 2.104483 !

De acuerdo a este resultado para satisfacer sus respectivas demandas finales, el sector
1 deberé tener una produccién de 3.08 millones; el sector 2 de 1.63 millones y el sector 3 de
2.1 millones.
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Célculo de la matriz de transacciones intersectoriales

<>
B=[A(;,1)*X(1,:) A(G,2)*X(2,:) A(:,3)*X(3,))]
B =

I .1538580 .4077780 .7155242'!

I 1.0154629 .1631112 .2525380!

I 5846604  .6198226 O. !

7. ALGUNOS RESULTADOS.

Los alumnos llegan al cursado de Matematica para Economistas Il con
conocimientos previos de computacién, pero sin el manejo de un software matematico
especifico.

El trabajo en Laboratorio se realiza asignando una computadora cada dos alumnos,
mientras que la toma de examenes se realiza en varios turnos para que cada alumno pueda
trabajar con una computadora, lo que hace que la manifestacién por los estudiantes de las
dificultades del trabajo en laboratorio sean muy leves.

En cuanto al interés , dindmica o estimulo que produce el trabajo en Laboratorio es
altamente satisfactorio.

Por ultimo, el alumno hace una muy buena valoracién en cuanto a la utilidad de la
herramienta computacional en el proceso del aprendizaje.

CONCLUSIONES.

Los ejes teméaticos de esta propuesta abarcan la utilizacion de las funciones especiales
del algebra lineal, efectivizada mediante el Sistema Basile y su aplicacion econémica. Los
destinatarios son los alumnos de la catedra Matematica para Economistas Il, de la carrera
de Licenciado en Economia de la FCEYE de la UNR.

De la revisién del programa actual es evidente lo extenso que es para ser dictado en un
cuatrimestre, solamente el desarrrollo de la parte especifica del algebra lineal en otras
disciplinas insume una duracién igual al desarrollo completo del programa en cuestion y en
otros casos para un mayor analisis y comprension tedrico y practico los cursos de algebra
lineal tienen una duracion anual.

En este contexto, y gracias a la posibilidad de utilizar el Laboratorio de Matemética se
decidio la incorporacion de la practica en computadoras para, por un lado, paliar el factor
“olvido” de los alumnos en los repasos de los contenidos tematicos y poder asi avanzar en la
aplicacion econémica. Por otro lado, agilizar el desarrollo mas completo relacionados con la
programacién matematica.

Los ejercicios se desarrollan utilizando cinco guias de trabajo. La primera guia consiste
en ejercicios de simple ejemplificacion de las habilidades del sistema a través de la revision
del algebra vectorial. La segunda guia se efectiviza mediante ejercicios de revision del
algebra matricial y la resolucion de sistemas de ecuaciones, para asi abordar en la tercera
guia la resolucion de modelos econdmicos. La cuarta es la “especifica” del algebra lineal
dejando para la dltima el modelo de insumo-producto de Leontief.
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Esta integracion de conocimientos ha permitido satisfacer los objetivos iniciales. Esto
es, por medio de la herramienta computacional, incrementar la utilizacién del algebra lineal
motivando a los estudiantes de economia a través de un enfoque actualizado a la resolucién
sus problemas especificos.

. 'y el consejo mas importante. En Matemética la computadora es la segunda

herrramienta. La primera es el lapiz y el papel.”
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