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ESTUDIO DEL COMPORTAMIENTO DE TESTS TIPO SCORE Y WALD
PARA DATOS BINARIOS CORRELACIONADOS

1. INTRODUCCION

El estudio de datos binarios correlacionados es un area de interés creciente en distintos
campos cientificos. Un analisis frecuente con este tipo de datos consiste en describir la
relacion entre una respuesta dicotdmica y covariables a través de la aplicacion de métodos

de regresion.

Entre los métodos desarrollados para el analisis de regresion de datos binarios
correlacionados, se destaca el enfoque de la ecuacién de estimacion generalizada (GEE)
sugerido por Liang y Zeger (1986) y Zeger, Liang y Albert (1988). El enfoque GEE, sdélo
requiere especificar correctamente la esperanza marginal de las respuestas a fin de obtener
estimadores de los coeficientes de regresion consistentes y asintéticamente normales, junto
con un estimador consistente de la matriz de covariancias. Aunque las propiedades
asintoticas de los estimadores GEE son aceptadas, sus propiedades para tamafnos de

muestra pequefios o son muy conocidas.

Rotnitzky y Jewell (1990) derivaron estadisticas de tipo Wald y score generalizadas para
evaluar hipotesis sobre los parametros de regresion estimados por GEE, también con

propiedades a nivel asintético.

Desde otro enfoque, el ajuste de modelos a datos provenientes de encuestas necesita
incorporar aspectos relativos al disefio muestral y considerar la posible falta de
independencia entre las observaciones. En este contexto, Rao, Scott y Skinner (1998)
presentan el test de cuasi-score, analogo al test de score, pero que incorpora informacion

sobre el disefio muestral complejo.

Una forma de evaluar el comportamiento de estimadores y tests bajo condiciones que

pongan en duda las propiedades asintdticas es a través de estudios por simulacion.



Octavas Jornadas "Investigaciones en la Facultad" de Ciencias Econémicas y Estadistica, noviembre de 2003.

Teniendo en cuenta que las conclusiones de los estudios por simulacion se reafirman en la
medida que resulten consistentes a través de diferentes modelos de generacion de datos, y
en el marco del proyecto “Estudio del comportamiento de estadisticas para medidas
repetidas en muestras pequefias bajo escenarios mL'JItipIes”I*j en una primera instancia se
compararon diferentes algoritmos de generacion de datos binarios correlacionados. Ademas
se realizé una evaluacion del comportamiento de un grupo de estadisticas que considera la
falta de independencia de las observaciones mediante estudios de Montecarlo, que
proporciond resultados consistentes a partir de datos generados por dos algoritmos
diferentes (Hachuel, et al., 2002).

El presente trabajo tiene por objeto completar el estudio del comportamiento de
estadisticas, utilizando datos generados por el algoritmo de Servy et al (1999), a través de la

evaluacion del control del error tipo | y Il de las mismas.

2. METODOLOGIA

2.1.Presentacion de estadisticas

La generalizacion de las ecuaciones de estimacion para el analisis de medidas
repetidas tiene en cuenta la correlacion intragupo en la estimacion de los parametros de
regresion de un modelo para la esperanza marginal y se supone que la distribucion marginal
de la variable pertenece a la familia exponencial (Liang y Zeger,1986; Zeger, Liang y Albert,
1988). Dichas ecuaciones se conocen como Ecuaciones de Estimacién Generalizadas
(GEE).

A partir de los resultados sobre propiedades y distribucion asintética de los estimadores
ﬁobtenidos por GEE, Rotniztky y Jewell (1990) derivan generalizaciones a los clasicos tests
chi-cuadrado para probar hipotesis sobre los parametros de regresion. En particular, definen
el test de score generalizado y el test de Wald generalizado.

Se supone para ello, disponer de una muestra de n conglomerados de tamafo variable
km (m=1,..,n) para comprobar hipotesis del tipo Ho: B, =By, cuando se considera una
particion del vector B de dimension px1 de coeficientes de regresion B'=(B,',8,") siendo B,
un vector (p-q)x1 que contiene las (p-q) primeras componentes de  y B, un vector de

dimensién gx1.
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Sea el estimador obtenido por GEE, f%G , la solucién de:
S¢ = 3 Fhn Ev;(Ym )= 0 (2.1.1)

donde V., =A"2R_(a)AY? con A, =diag{var(y,,} m=1,..n ; v=1,.k.. Bajo
condiciones débiles de regularidad, Liang y Zeger demuestran que n”z([ABG —B) tiene

distribucion asintética normal con media cero y variancia asintética dada por:

Vp = W, QW,, (2.1.2)
donde:
— H” "yt E_l : _ OHpy,
W; =n Dn=1Dme D, g siendo D, —a—B y

Q= %D'mv; cov(Y,, )V.'D,,, siendo cov(Y,) la verdadera matriz de covariancia de

m=1

Y., la cual se estima por {Ym U, (ﬁe }{Ym - Hm( Be)}

A partir de estos resultados Rotnitzky y Jewell definen el test de score generalizado de
la siguiente manera:
X% =n"'S; §;'S,, (2.1.3)

n um ‘ -1
= VoY, -
SG2 m; 682 E m ( m p‘m)'

— -1 -1
22 - W|32 V|32 Wﬁz

siendo: , (2.1.4)
Vs, es la sub-matriz principal de dimension gxq de la matriz de covariancias del vector

de estimadores de B, V;,y W es la sub-matriz principal de dimension gxq de W;.

En (2.1.3), las expresiones estan valorizadas en E = @1,820 ) donde E1 es solucion de:

~

Sgi = SG1(E) =0; es decir, §G2 = SGZ(E) y fz es el estimador de %, valorizado en B.

La estadisticaX3; tiene una distribucion asintética chi-cuadrado con q grados de

libertad bajo condiciones débiles de regularidad y suponiendo una correcta especificacion

del modelo para la esperanza marginal.
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Los autores definen ademas el test de Wald generalizado, que para la misma hipotesis

resulta:
X3e =B, ~Bao)' Vg, "B, ~Bxo). (2.1.5)

donde ﬁGz es el sub-vector de dimension gx1 del vector de estimadores GG; \A/[32 es la

submatriz gxq de V,, correspondiente a las covariancias de B¢ .
2

Esta estadistica se distribuye bajo Ho con distribucién chi-cuadrado con q grados de
libertad.

Distintos autores estan investigando realizar ajustes a la estadistica de Wald para tener
en cuenta el niumero de grupos o conglomerados con el fin de producir estadisticas con

mejores propiedades para tamafios de muestras moderadas. Shah, Holt y Folsom (1977)
presentaron la siguiente modificacién de la estadistica de Wald, X3, basada en una

transformacion semejante a la T? de Hotelling:

n—-c
XsVGC :?Xi\/e , (216)

donde n es la cantidad de conglomerados y ¢ son los grados de libertad del contraste. Esta

estadistica se distribuye segun una Fde Snedecor con ¢y (n-c) grados de libertad.

Rao, Scott y Skinner (1998) parten de un enfoque cuasi-verosimil similar al de Liang y
Zeger para derivar el test de cuasi-score. El mismo incluye elementos de la teoria de
muestreo de poblacién finita ya que considera que la muestra observada proviene de una
poblacion finita que a la vez se supone constituye una muestra aleatoria de una
superpoblacién infinita.

Entonces, para comprobar la hipotesis: Ho: B, =B5o, Se plantean en primer término las

ecuaciones de estimacion:

ScB)=3uB)=0.
(2.1.7)

donde la I-ésima componente de U|(B) es: up =(0u/aBL)y,—1)/Vg ¥ N es el tamafio

de la poblacion finita.

Como S¢(B) es un vector de totales poblacionales para B fijo, un estimador de ese

vector resulta:
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SNOE %SWYUY(B) donde w, son las ponderaciones muestrales.
Y

(2.1.8)

Sea $¢ =(8c1.8¢,) una particion de $¢ compatible con la de B'=(B4'.B5'). La solucion

de:
Sci(B)=0 (2.1.9)
se denominaf'=(B4',B2")-
El test de cuasi-score, analogo al test de score, se basa en la estadistica:
X&s =8¢2VchScs, (2.1.10)
donde Sc, =Sc,(B) ¥ Ve, es un estimador consistente de Cov(Sc5).

Se demuestra que S, tiene una distribucién asintética normal con media cero y matriz

de covariancia Cov(3¢,), por lo que la estadistica X3g, construida segun (2.1.10), es

asintéticamente una variable chi cuadrado con g grados de libertad, bajo Ho.

El calculo de la estadistica de cuasi-score X2g requiere de la estimacién de Cov(S¢»)
Un estimador posible es el estimador por linearizacién de Taylor que se simboliza con V, ,

(Rao, 1996) y es el utilizado en el presente trabajo.

2.2.Algoritmo de generacién de datos

El modelo de simulacion, presentado en Servy et al. (1998), fue disefiado originalmente
para generar muestras de conglomerados cuyos elementos son pares de valores de dos
variables categoricas, de forma tal que finalmente la muestra puede presentarse bajo la
forma de una tabla de contingencia bivariada. Los conglomerados se generan por los k
pasos de una cadena de Markov. Si se ignora una de las variables, dichos conglomerados
se transforman en univariados y si esa variable es binaria, el algoritmo se puede utilizar para
generar muestras de conglomerados univariados o de vectores de respuestas binarias
correlacionadas. El modelo fija inicialmente el valor de la probabilidad de respuesta igual a
1, 1, el tamano k del conglomerado y especifica la matriz de transicion M de la cadena de

Markov. A partir de estos valores, se determina el vector de probabilidades iniciales
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resolviendo un sistema de ecuaciones. Es posible determinar, una vez especificados dichos

parametros, las correlaciones entre las respuestas en pares de posiciones diferentes, p,;.

2.3.Estudio de simulacién

Se estudia el comportamiento de las estadisticas XZ,, X3 . Xic V X§VGC

anteriormente presentadas para el caso particular de poner a prueba la hipétesis de nulidad
del parametro de regresién en un modelo logit con una Unica variable explicativa dicotomica

aplicado a datos binarios correlacionados. El modelo logit:
11
In—— =B, +B,X ;X=0,1 (3.7)
1-1

se ajusta a datos generados por el algoritmo de Servy et al. bajo diferentes escenarios. En
esta oportunidad se eligen escenarios con esquemas de correlacién semejante pero con

probabilidad de respuesta igual a 1(1) baja, media y alta. Para ello, se elige una misma

. . s . 9 041 .
matriz de transicion M para el modelo de generacion de datos igual a % 10 9% asociada a

los valores de 1 que se presentan en la Tabla 1. Como consecuencia se obtienen las

correlaciones de a pares también presentadas en esa tabla.

Tabla1: Escenarios paramétricos

Escenario T R=(p12;p13;P23)
1 0.3 (0.76, 0.59, 0.77)
2 05 (0.80, 0.64, 0.80)
3 0.8 (0.67, 0.49, 0.73)

Bajo estas condiciones, se simulan muestras simples aleatorias de n= 15, 30, 50, 70 y
100 conglomerados de tamano fijo k=3 y se observan todos los individuos dentro de los
mismos. En cada muestra se calculan las estadisticas ya definidas utilizando dos

especificaciones diferentes para la matriz de correlacion de trabajo R (a) en las estadisticas

de score y Wald generalizadas. Ellas son Independencia y AR(1) por ser esta ultima una

buena aproximacion a la forma de dependencia que presentan los datos generados.

Para el estudio del control del error de tipo | del test Ho: B, =0, las muestras se

generan bajo el mismo escenario para X=0 y X=1 con asignaciéon aproximadamente
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balanceada en ambas categorias de X. Para cada muestra se calculan las estadisticas
presentadas y se decide el rechazo o no de la Ho a un nivel del 5%. Se repite este
procedimiento mil veces para cada tamafio de muestra y se calcula el porcentaje de

rechazo real, o nivel de significacion real.

Para el estudio del control del error de tipo Il del test Ho: B, =0, las muestras se
generan bajo dos escenarios distintos segun sea X=0 o X=1, con asignacion
aproximadamente balanceada en ambas categorias de X. En particular, si para X=0 se
generan datos con los valores paramétricos correspondientes al escenario 1 y para X=1 los

datos se generan a partir del escenario 2, el valor de [, resulta igual a 0.85. Un segundo
valor de 5, mas alejado del postulado en la Ho, esto es: 3, =2.23 se obtiene generando

para X=0 datos de acuerdo a los parametros del escenario 1 y utilizando los parametros del

escenario 3 para X=1.

Para cada una de las alternativas descriptas y para cada muestra se calculan las
estadisticas presentadas y se decide el rechazo o no de la Ho a un nivel del 5%. Se repite
este procedimiento mil veces para cada tamafo de muestra y se calcula el porcentaje de
rechazo real, el cual representa la potencia empirica de cada test para la alternativa

esfecifica tenida en cuenta.

3. RESULTADOS

De acuerdo a los resultados presentados en las Tablas 2, 3 y 4, referidos al nivel de
significacion real, si bien coinciden en sus tendencias generales en los tres escenarios
estudiados, presentan algunas diferencias atribuibles al valor estipulado para 1= P(Y=1/ x).
Asi, es posible observar un comportamiento en general liberal de la estadistica de cuasi-
score para n menor que 50, pero con un acercamiento hacia el 5% especialmente en el

escenario 2 (1=0.5) cuando el tamano de la muestra aumenta.

En las estadisticas derivadas de la estimacion de (3, por la metodologia GEE, no se
observan diferencias entre los valores obtenidos para las dos especificaciones de la matriz

de correlacion de trabajo, Independencia y AR(1). Dentro de este grupo de estadisticas, se

observan comportamientos conservadores en XéG y Xavec para n=15 particularmente en

los escenarios 1 y 3 y algo mas atenuado en X%VG. Sus niveles de significacion empiricos

tienden al nivel de significacion nominal a medida que el tamano de la muestra crece. En
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particular en el escenario 2 estos cambios son menos apreciables y en general se observan

niveles de significacion reales mas estables y mas cercanos al 5%, aun para n chico.

Tabla 2: Nivel de significacion real de los tests en el Escenario 1

segun el tamafo de la muestra

N Estadisticas

X%S XéG(ind) X\zlve(ind) X€VGC(ind) XéG(ARﬂ X%VG(AR1) X§VGC(AR1)
15 7.70 3.00 4.60 2.90 2.70 4.40 2.90
30 6.50 5.40 5.10 4.40 4.70 4.70 4.00
50 6.60 6.00 5.70 5.00 6.20 6.00 5.20
70 6.40 5.90 5.80 5.00 5.40 5.50 4.80
100 6.50 6.00 6.00 5.60 6.10 6.30 6.00

Tabla 3: Nivel de significacién real de los tests en el Escenario 2

segun el tamafo de la muestra

Estadisticas

N X%S XéG(ind) X%VG(ind) X$VGC(ind) XéG(AR1) X3VG(AR1) X%VGC(AR1)
15 9.70 5.70 6.40 4.20 5.70 6.40 4.30

30 6.30 5.00 5.00 3.70 5.40 5.10 4.50

50 5.80 5.00 4.50 3.00 4.70 4.50 3.60
70 490 4.50 4.20 4.00 4.20 4.30 3.90
100 5.10 5.10 4.80 4.70 4.60 4.60 4.60

Tabla 4: Nivel de significacién real de los tests en el Escenario 3

segun tamano de la muestra

n Estadisticas

Xés XéG(ind) X\ZNG(ind) X$VGC(ind) XéG(AR1) X5VG(AR1) XSVGC(AR1)
15 7.10 1.60 4.40 2.40 1.10 3.50 1.90
30 6.30 4.70 5.20 4.10 4.20 5.80 4.20
50 6.50 6.20 5.90 5.40 5.50 5.80 5.50
70 5.30 5.10 4.90 4.60 4.80 4.60 4.30

100 6.20 6.00 5.80 5.60 6.10 5.80 5.70
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En relacién al control del error de tipo ll, se consideran los comportamientos de las
estadisticas ante las dos hipétesis alternativas consideradas, teniendo en cuenta sélo las
situaciones donde los tests presentaron un aceptable control del error de tipo | en el
escenario 1. Por lo tanto, para tamafios de muestra mayores que 30 y cuando (3, =0.85, se
observan potencias empiricas bajas, alrededor de 35%, para n=50 y llegan sélo al 63% para
n=100. En cambio, para la alternativa 3, =2.23 mas alejada del valor (3, =0 postulada en Ho,
las potencias ya alcanzan el 85% para n=30 y el 98% para un tamafio de muestra mayor o
igual a 50 (Tablas 5y 6).

Para ambas alternativas no se aprecian diferencias en las potencias empiricas entre las
estadisticas bajo consideracion, pero se debe recordar el comportamiento algo liberal de la

estadistica de cuasi-score en su control del error de tipo I.

Tabla 5: Potencia empiricas medias de los tests para la alternativa

[32=0.85 segun tamano de la muestra

N Estadisticas
Xés XéG(ind) X%VG(ind) X$VGC(ind) XéG(AR1) X§VG(AR1) XSVGC(AR1)
15 19.00 11.50 13.40 9.60 12.50 14.70 10.50
30 2440 21.10 20.30 18.10 21.60 21.20 18.40
50 37.00 34.60 34.60 32.80 36.00 35.80 34.40
70 48.30 46.70 46.60 45.40 48.00 48.50 47.40
100 62.40 61.40 61.50 60.40 63.00 62.80 61.90

Tabla 6: Potencia empiricas medias de los tests para la alternativa

B2>= 2.23 segun tamafo de la muestra

N Estadisticas

Xés XéG(ind) X%VG(ind) X$VGC(ind) XéG(AR1) X§VG(AR1) XSVGC(AR1)
15 65.00 52.00 54.60 46.40 53.30 57.50 49.20
30 90.40 88.30 88.80 86.60 89.20 89.80 87.70
50 98.60 98.50 98.60 98.10 98.60 98.60 98.60
70 99.9 99.90 99.90 98.90 99.90 99.90 99.90

100 99.9 99.90 99.90 99.90 99.90 99.90 99.90
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4. DISCUSION

Los resultados hallados permiten concluir acerca de una aparente influencia del valor de
la probabilidad de respuesta igual a 1, 1, en el comportamiento de las estadisticas
comparadas. Es posible observar un mejor y mas estable comportamiento cuando 1 es

cercano a 0.5; sin embargo esta observacion deberia ser motivo de investigaciones futuras.

Respecto de las estadisticas estudiadas, se encuentra un comportamiento algo liberal
para cualquier tamafo de muestra de la estadistica de cuasi-score, resultado consistente
con el presentado en Hachuel (2001), hecho que la hace menos potente respecto de las de
score y Wald generalizadas. Por el contrario estas ultimas resultan conservadoras para
muestras muy pequefias. No se detecta, ademas, la liberalidad esperada en la estadistica

generalizada de Wald por lo que parece innecesaria su correccion.

En sintesis, los resultados alertan acerca de los recaudos a considerar a la hora de
extraer conclusiones validas con muestras de tamano pequefio o0 moderado en base a

algunas de las estadisticas estudiadas.
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