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ESTUDIO DEL COMPORTAMIENTO DE ESTADISTICAS PARA DATOS
BINARIOS CORRELACIONADOS EN MUESTRAS PEQUENAS

1. INTRODUCCION

Frecuentemente el disefio de las investigaciones involucra multiples mediciones de una
variable respuesta. Por ejemplo, en los estudios longitudinales las mediciones repetidas se
obtienen para cada individuo a través del tiempo. En otras aplicaciones, la respuesta de
cada unidad experimental se mide bajo multiples condiciones en lugar de en diferentes
momentos. Asimismo, en estudios observacionales una estructura compleja de muestreo
genera una situacion similar al medir la misma variable en diferentes individuos agrupados
en conglomerados. En todos los casos, la caracteristica comun es la falta de independencia
entre las observaciones.

Dentro de este contexto, el estudio de datos binarios correlacionados es un area de
interés creciente y un analisis frecuente consiste en describir la relacion entre una respuesta
dicotdmica y covariables a través de la aplicacion de métodos de regresion.

Prentice (1988) proporcioné una revisién exhaustiva de los métodos desarrollados para
el analisis de regresion de datos binarios correlacionados, donde se destaca el enfoque de
la ecuacion de estimacién generalizada (GEE) sugerido por Liang y Zeger (1986) y Zeger,
Liang y Albert (1988). Aunque las propiedades asintéticas de los estimadores GEE son
aceptadas, sus propiedades para tamafos de muestra pequefios no son muy conocidas.
Rotnitzky y Jewell (1990) derivaron estadisticas de tipo Wald y score generalizadas para
evaluar hipotesis sobre los parametros de regresion estimados por GEE, también con
propiedades a nivel asintético.

Una forma de evaluar el comportamiento de estimadores y tests bajo condiciones que
ponen en duda las propiedades asintéticas es a través de estudios por simulacién. Es
importante sefialar que las conclusiones de este tipo de estudios se reafirman en la medida
que resulten consistentes a través de diferentes modelos de generacién de datos. Por tal
razon, este trabajo tiene por objeto la comparacion de algoritmos de generacion de datos
binarios correlacionados y la evaluacion del comportamiento de estadisticas que consideran
la falta de independencia de las observaciones mediante estudios de Montecarlo.

En la seccion siguiente se presentan los enfoques adoptados para la generacion de
datos binarios.
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2. ALGORITMOS DE GENERACION DE DATOS BINARIOS CORRELACIONADOS

En los estudios de simulacion los datos estan generados por modelos probabilisticos
que describen de la manera mas fiel posible las poblaciones concretas a las cuales se
pueden aplicar los procedimientos bajo estudio.

La asignacion de diferentes valores a los parametros de estos modelos dan lugar a
diferentes escenarios en los cuales los procedimientos de interés pueden llevarse a cabo.
Pero los escenarios posibles que se pueden crear dependen a su vez de los modelos. De
alli que es importante comparar modelos de generacion de datos ya que las conclusiones
de los estudios empiricos toman fuerza cuando son consistentes a través de datos
obtenidos por ellos.

Existen diferentes enfoques de generacién de variables binarias correlacionadas entre
los que se pueden mencionar el de Bahadur (1961), Emrich y Piedmonte (1991) y Lee
(1993). Los algoritmos elegidos para este trabajo son el de Park, Park y Shin (1996)y el de
Servy, Hachuel y Wojdyla (1997, 1998), los cuales parten de la especificacion de diferentes
parametros que determinan las caracteristicas de los datos binarios a generar.

El modelo de simulacién, presentado en Servy et al. (1996, 1997), fue disefado
originalmente para generar muestras de conglomerados cuyos elementos son pares de
valores de dos variables categédricas, de forma tal que finalmente la muestra puede
presentarse bajo la forma de una tabla de contingencia bivariada. Los conglomerados se
generan por los k pasos de una cadena de Markov. Si se ignora una de las variables,
dichos conglomerados se transforman en univariados y si esa variable es binaria, el
algoritmo se puede utilizar para generar muestras de conglomerados univariados o de
vectores de respuestas binarias correlacionadas. El modelo fija inicialmente el valor de la
probabilidad de respuesta igual a 1, n, el tamafio k del conglomerado y especifica la matriz
de transicion M de la cadena de Markov. A partir de estos valores, se determina el vector de
probabilidades iniciales resolviendo un sistema de ecuaciones. Luego es posible determinar
las probabilidades de los diferentes posibles perfiles de respuesta en cada conglomerado,
(0,0,...,0); (0,0,...,1);....;(1,1,...,1), las probabilidades marginales de respuesta 1 en la
primera, segunda y k-ésima posicion (n,,...,m, ) Y las correlaciones entre las respuestas en

pares de posiciones diferentes, p,;.

El método de Park et al. (1996) parte de fijar las probabilidades de respuesta 1 en cada
posicion del conglomerado,(=,,...,m,), y las correlaciones de respuesta entre pares de

posiciones, p,; . A partir de ciertas relaciones y en base a un algoritmo se generan variables

Poisson correlacionadas. Luego se definen variables binarias y, v=1,.., k que cumplen con
las especificaciones iniciales y se obtiene la distribucién de probabilidades asociadas a los
distintos perfiles de respuesta posibles en los conglomerados.

Para comparar ambos algoritmos se debe determinar en primer lugar qué valores
asignar a los distintos parametros a fin de generar datos con las mismas caracteristicas.
Para ello y siendo P =(m, mp, m3), F = (Pooo, Poot, Poto, P1oo, Po11, P1o1, P10, P111) Yy

R = (p12, p13, p23) S€ siguieron los siguientes pasos:
i) aplicar el algoritmo Servy et al.
ii) elegir los casos que originan que los valores de R sean positivos. Calcular F y P.
iii) considerar estos valores de P y R como datos iniciales para el algoritmo Park et al.

Una vez elegidos los casos compatibles en términos de los parametros, se elige un
conjunto de escenarios con distintos valores de (m,,n,,m,) y diferentes esquemas de



Séptimas Jornadas "Investigaciones en la Facultad” de Ciencias Econdmicas y Estadistica, noviembre de 2002

correlacion desde independencia hasta alta correlacién. En ellos, se compara la consistencia
de ambos algoritmos generando muestras y calculando las estimaciones de las
probabilidades marginales y de las correlaciones entre pares de posiciones. A tal fin se
decidio:

i) simular muestras de tamafno n=15, 30, 50, 70 y 100 con ambos algoritmos y calcular
las estimaciones de Py R (PyR).

ii) repetir el procedimiento 1000 veces y calcular el promedio y desvio estandar de las
estimaciones de P y R.

3. ESTADISTICAS PARA DATOS CORRELACIONADOS

Liang y Zeger (1986) presentaron una generalizacion de las ecuaciones de estimacion
para el analisis de medidas repetidas. En ella se tiene en cuenta la correlacion intragupo en
la estimacién de los parametros de regresién de un modelo para la esperanza marginal y se
supone que la distribucion marginal de la variable pertenece a la familia exponencial. Dichas
ecuaciones se conocen como Ecuaciones de Estimaciéon Generalizadas (GEE).

A partir de los resultados sobre propiedades y distribucion asintética de los estimadores
obtenidos por GEE, Rotniztky y Jewell (1990) derivan generalizaciones a los clasicos tests
chi-cuadrado para probar hipotesis sobre los parametros de regresion. En particular, definen
el test de score generalizado y el test de Wald generalizado.

Se supone para ello, disponer de una muestra de n conglomerados de tamafo variable
km (M=1,..,n) para comprobar hipétesis del tipo Ho: B, =f,,, cuando se considera una

particién del vector de dimensién px1 de coeficientes de regresion B'=(B,',8,"') siendo B,
un vector (p-q)x1 que contiene las (p-q) primeras componentes de  y B, un vector de
dimensién gx1.

Sea el estimador obtenido por GEE, B, la solucion de:

SG: i{au_mJVr:(Ym_um)zo (31)

donde V., =A"2R_(a)AY? con A, =diag{var(y,, )} m=1,..n; v=1,. k,. Bajo condiciones

débiles de regularidad, Liang y Zeger (1986) demuestran que n"'? (ﬁG —B) tiene distribucion
asintotica normal con media cero y variancia asintética dada por:

donde:

. 1
W, =n[ $D.v=D_| ,siendo D, =%n y
B = mYm ~m m aB

Q= iD'mVn;1 cov(Y,,)V.'D,,, siendo cov(Y,) la verdadera matriz de covariancia de
m=1

Y., la cual se estima por {Ym Uy (BG )}{Ym Uy (f)G)}

A partir de estos resultados Rotnitzky y Jewell (1990) definen el test de score
generalizado de la siguiente manera:
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X% =n7'Sg 5;'S, (3.3)

SG2 = i(aum Jvm1(Ym _Mm)

siendo: m= 9B,
2, = W'V, W'

, (3.4)

V;, es la sub-matriz principal de dimension gxq de la matriz de covariancias del vector de
estimadores de 3, Vi, ¥y W, es la sub-matriz principal de dimension gxq de Wj.

En (3.3), las expresiones estan valorizadas en p = (611[320 ) donde B1 es solucion de:
§G1 = SG1(§) =0; es decir, 562 = SGZ(B) y Ez es el estimador de X, valorizado en B.

La estadisticaX3; tiene una distribucion asintética chi-cuadrado con q grados de
libertad bajo condiciones débiles de regularidad y suponiendo una correcta especificacion
del modelo para la esperanza marginal.

Los autores definen ademas el test de Wald generalizado que para la misma hipotesis
resulta:

Xive = (Be, —Bao)'Vp, ' (Be, =Bao), (3.5)
donde BGz es el vector que contiene las ultimas q componentes del vector de estimadores

Bsy V;, eslasubmatriz gxq de V, correspondiente a las covariancias de B, .

Esta estadistica se distribuye bajo Ho con distribucién chi-cuadrado con q grados de
libertad.

Distintos autores estan investigando realizar ajustes a la estadistica de Wald para tener
en cuenta el niumero de grupos o conglomerados con el fin de producir estadisticas con
mejores propiedades para tamafos de muestras moderadas. Shah, Holt y Folsom (1977)
presentaron la siguiente modificacion de la estadistica de Wald, XﬁVG, basada en una
transformacion semejante a la T? de Hotelling:

n-c
Xie, = ?Xéve : (3.6)

donde n es la cantidad de conglomerados y ¢ son los grados de libertad del contraste. Esta
estadistica se distribuye segun una Fde Snedecor con ¢y (n-c) grados de libertad.

En este trabajo se estudia el comportamiento de las estadisticas recién definidas - X3 ,

Xic Y X@VGC- para el caso particular de poner a prueba la hipotesis de nulidad del

parametro de regresién en un modelo logit con una Unica variable explicativa dicotdmica
aplicado a datos binarios correlacionados. El modelo logit:

|n1i=B1 +B,X ;X=0/1, (3.7)
—T

se ajusta a datos generados por el algoritmo de Servy et al. bajo los diferentes escenarios
seleccionados segun lo explicitado en la seccién 2. Se simulan muestras simples aleatorias
de n= 10, 15, 30, 50, 100 y 200 conglomerados de tamano fijo k=3 y se observan todos los
individuos dentro de los mismos. En cada muestra se calculan las estadisticas ya definidas
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utilizando tres especificaciones diferentes para la matriz de correlacion de trabajo R, (a): la

de independencia, AR(1) por ser una buena aproximacion al esquema de dependencia que
presentan los datos generados y la real, es decir conformada con los valores de {p }

vj

utilizados en el proceso de generacién de datos.

Para el estudio del control del error de tipo | del test Ho: B, =0, las muestras se

generan bajo el mismo escenario para X=0 y X=1 con asighacién aproximadamente
balanceada en ambas categorias de X. En cada muestra se calculan las estadisticas
presentadas y se decide el rechazo o no de la Ho a un nivel del 5%. Se repite este
procedimiento mil veces para cada tamafio de muestra y se calcula el porcentaje de
rechazo real.

4. RESULTADOS

4.1. Comparacion de algoritmos

Para comprobar que los algoritmos elegidos generan datos binarios con las mismas
caracteristicas se eligieron tres escenarios paramétricos de acuerdo al procedimiento
descripto en la Seccion 2, a fin de cubrir situaciones de alta, media y baja correlacion intra-

grupo.
Los resultados hallados muestran que para cualquier valor de la probabilidad de
respuesta, (r,,7,,m,) y de la correlacién entre pares de unidades intragrupo -bajo, mediano

o0 alto- ambos algoritmos producen, en promedio, buenas estimaciones de dichos
parametros cualquiera sea el tamano de la muestra (Tablas 1, 2 y 3).

Tabla 1: Promedios y desvios estandares de las estimaciones de las componentes

de P y R para el Escenario 1

n Park et al. Servy et al.

m1=0.50 n2=0.45 n3=0.45 m1=0.50 mp=0.45 n3=0.45
15 0.51 (0.13) | 0.45 (0.13) | 0.45 (0.13) | 0.50(0.13) | 0.45(0.13) | 0.44(0.13)
30 0.50 (0.09) | 0.45 (0.09) | 0.44 (0.09) | 0.50(0.10) |0.45(0.09) | 0.44(0.09)
50 0.50 (0.07) | 0.45 (0.07) | 0.44 (0.07) | 0.50(0.07) |0.45(0.07) | 0.44(0.07)
70 0.50 (0.06) | 0.45 (0.06) | 0.45 (0.06) | 0.49(0.06) | 0.45 (0.06) | 0.45 (0.06)
100 0.50 (0.05) | 0.45 (0.05) | 0.45 (0.05) | 0.50 (0.05) | 0.45 (0.05) | 0.45 (0.05)
n p12=0.10 p13=0.01 p23=0.10 p12=0.10 p13=0.01 p23=0.10
15 0.11 (0.27) | 0.00 (0.27) | 0.11 (0.26) | 0.09 (0.26) | 0.01 (0.27) [ 0.10 (0.27)
30 0.09 (0.18) | 0.00 (0.19) | 0.10 (0.19) [ 0.10 (0.18) | 0.02 (0.19) [ 0.10 (0.18)
50 0.10 (0.14) | 0.01 (0.14) | 0.10 (0.14) [ 0.10 (0.14) | 0.01 (0.14) [ 0.10 (0.14)
70 0.10 (0.12) | 0.01 (0.13) [ 0.10 (0.12) [ 0.10 (0.12) | 0.01 (0.12) [ 0.09 (0.12)
100 0.10 (0.09) | 0.01 (0.10) | 0.10 (0.10) [ 0.10 (0.10) | 0.01 (0.10) [ 0.10 (0.10)
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Tabla 2: Promedios y desvios estandares de las estimaciones de las componentes

de P y R para el Escenario 2

n Park et al. Servy et al.

m1=0.96 n2=0.78 n3=0.67 1=0.96 mp=0.78 n3=0.67
15 0.96 (0.05) | 0.78 (0.11) | 0.67 (0.12) | 0.96 (0.05) [ 0.77(0.11) | 0.67(0.12)
30 0.96 (0.04) [ 0.78 (0.07) | 0.67 (0.08) | 0.96 (0.04) | 0.78(0.07) |0.67(0.08)
50 0.96 (0.03) [ 0.78 (0.06) | 0.67 (0.07) | 0.96 (0.03) | 0.78(0.06) |0.67(0.07)
70 0.96 (0.02) | 0.78 (0.05) | 0.67 (0.06) | 0.96 (0.02) [ 0.78(0.05) | 0.67(0.06)
100 0.96 (0.02) [ 0.78 (0.04) | 0.67 (0.05) | 0.96 (0.02) | 0.78(0.04) |0.66(0.05)
n p12=0.28 p13=0.15 p23=0.53 p12=0.28 p13=0.15 p23=0.53
15 0.40 (0.27) [ 0.21 (0.26) | 0.52 (0.25) | 0.41 (0.28) | 0.22 (0.28) | 0.54 (0.25)
30 0.33(0.19) | 0.18 (0.19) | 0.53 (0.17) | 0.33 (0.21) | 0.16 (0.20) | 0.53 (0.17)
50 0.30 (0.15) | 0.15 (0.15) | 0.53 (0.13) | 0.30 (0.16) | 0.16 (0.14) | 0.53 (0.13)
70 0.29 (0.13) | 0.16 (0.13) | 0.53 (0.11) | 0.28 (0.14) | 0.15 (0.13) | 0.53 (0.11)
100 0.33(0.12) | 0.15 (0.11) | 0.53 (0.09) | 0.28 (0.11) [ 0.15 (0.10) | 0.53 (0.09)

Tabla 3: Promedios y desvios estandares de las estimaciones de las componentes

de P y R para el Escenario 3

n Park et al. Servy et al.

m1=0.25 m=0.30 13=0.34 m1=0.25 m=0.30 13=0.34
15 0.25(0.11) | 0.31 (0.12) | 0.34 (0.12) | 0.25 (0.12) | 0.31 (0.12) | 0.35 (0.12)
30 0.25 (0.08) | 0.30 (0.09) | 0.34 (0.09) | 0.25 (0.08) | 0.31 (0.08) | 0.35 (0.09)
50 0.26 (0.06) | 0.30 (0.07) | 0.34 (0.07) | 0.25 (0.06) | 0.30 (0.07) | 0.34 (0.07)
70 0.25 (0.05) | 0.30 (0.06) | 0.34 (0.06) | 0.25 (0.05) | 0.30 (0.06) | 0.34 (0.06)
100 0.25 (0.04) | 0.30 (0.05) | 0.34 (0.05) | 0.25 (0.04) | 0.30 (0.05) | 0.34 (0.05)
n p12=0.76 p13=0.59 p23=0.77 p12=0.76 p13=0.59 p23=0.77
15 0.76 (0.19) | 0.60 (0.23) | 0.78 (0.18) | 0.75 (0.20) | 0.57 (0.23) | 0.77 (0.18)
30 0.76 (0.13) | 0.58 (0.16) | 0.77 (0.13) | 0.75 (0.14) | 0.58 (0.16) | 0.78 (0.12)
50 0.76 (0.10) | 0.59 (0.12) | 0.77 (0.09) | 0.76 (0.11) | 0.59 (0.12) | 0.77 (0.09)
70 0.76 (0.09) | 0.59 (0.10) | 0.77 (0.08) | 0.76 (0.09) | 0.57 (0.10) | 0.77 (0.08)
100 0.76 (0.07) | 0.59 (0.08) | 0.78 (0.07) | 0.76 (0.07) | 0.57 (0.09) | 0.77 (0.07)

De la observacion de las tablas se desprende que ambos algoritmos estiman bien las
probabilidades de respuesta igual a 1 en las distintas posiciones, n,,m,,n;, y de forma mas

precisa a medida que el tamafo de la muestra aumenta. En cuanto a los coeficientes de
correlacion de a pares, también la estimacion es buena pero sélo para correlaciones altas la
estimacion resulta precisa. Estos resultados son validos para cualquiera de los dos
algoritmos. Esta consistencia de los resultados encontrados habilita la comparacion del
comportamiento de las estadisticas bajo muestras generadas por uno de los algoritmos ya
que a priori no puede atribuirse alguna tendencia al algoritmo empleado. El algoritmo elegido
para dicha instancia es el de Servy et al.

4.2.Evaluacion de estadisticas

Los siguientes graficos muestran los resultados hallados para los niveles de
significacion reales de las estadisticas de score generalizada, Wald generalizada y su
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correspondiente correccion, aplicados a datos generados por el algoritmo de Servy et al. en
los tres escenarios seleccionados (Figura 1, pagina 8).

En particular, para cada estadistica a través de los distintos escenarios de dependencia
alta, media y baja, no se observan claras diferencias segun haya sido la especificacion de la
matriz de correlacion de trabajo. Sin embargo, puede apreciarse una convergencia mayor
hacia el nivel de significacion nominal del 5% al aumentar el tamafo de la muestra, cuando
la matriz de correlacién de trabajo esta fija, en menor grado cuando esta aproximada
(AR(1)), y con una amplitud mayor en el intervalo de convergencia cuando es la de
independencia.

En cuanto a los resultados encontrados para cada estadistica para muestras chicas se
destaca:

e Comportamiento conservador de la estadistica X3; , el cual se acentta cuando la

intensidad de la correlacién entre pares dentro de los grupos es alta.

¢ Comportamiento liberal de la estadistica XﬁVG para correlaciones intra-grupo bajas
y medias y sin embargo, un tanto conservador para correlaciones altas.

o Comportamiento liberal, atenuado respecto de la anterior, de la estadistica Xﬁvec, y

por lo tanto mas conservador ante correlaciones altas, sobre todo para matriz de
correlacion de trabajo de independencia o AR(1).

5. DISCUSION

Los resultados obtenidos acerca de los parametros que caracterizan a los escenarios a
partir de los dos algoritmos fueron altamente compatibles. Este hecho motivé la decision de
evaluar, en primera instancia, el comportamiento de las estadisticas a partir de datos
generados por el algoritmo de Servy et al.

Respecto a la evaluacion de las estadisticas, se confirmd la liberalidad supuesta para la
estadistica de Wald sobre todo en situaciones de baja correlacién. Llamativamente, a
medida que la intensidad de la correlacién intragrupo es mayor, las tres estadisticas
comparadas se tornan conservadoras. De acuedo a la sugerencia generalizada de utilizar
estadisticas de comportamiento conservador cuando las muestras son pequenas, se
desprende de este trabajo la recomendacion de usar las estadisticas de score generalizado
o de Wald corregida, para muestras menores que 30, pero teniendo en cuenta que si la
correlacion es alta puede extremarse este caracter conservador de las mismas.

Debe tenerse en cuenta que los resultados alcanzados corresponden a una hipétesis
particular para un modelo muy simple, por lo que corresponderia complejizar el modelo a fin
de generalizar las conclusiones. También se considera oportuno repetir la evaluacion de las
estadisticas con datos generados por el algoritmo de Park et al.

Cabe mencionar que al momento de esta presentacion se esta ejecutando el estudio de
la potencia de los procedimientos evaluados.
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Figura 1. Comportamiento de las estadisticas segun tamafo de la muestra, de acuerdo a la
intensidad de la correlacion intragrupo y a las diferentes especificaciones de la matriz de

correlacion de trabajo.
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