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Prologo

Este libro fue editado por primera vez en el afio 2012, dos afios después de asumir el cargo
de titular en la Facultad de Ciencias Econdmicas y Estadistica de la Universidad Nacional de
Rosario y 18 afios después de asumir como titular en la Universidad del Centro Educativo Lati-
noamericano (UCEL). También fue presentado en las 352 Jornadas de Profesores Universitarios
de Matematica Financiera realizadas en la ciudad de Posadas, Misiones en 2014.

Esta quinta edicion “nace” en periodo de pandemia. Este acontecimiento, que podriamos
llamar “El cisne negro” acorde al titulo del libro de Nassim Nicholas Taleb (Ed. Paid6s — Barce-
lona 2007) y como el mismo autor define “el impacto de lo altamente improbable”, ha ocasionado
una importante revision, especialmente en la metodologia, recursos didacticos y evaluacién de mi

actividad docente.

El Ministerio de Educacién de la Nacion con fecha 14 de marzo de 2020 emiti6 la resolu-
cién 104/2020 orientada a la readecuacion de las clases y otras actividades académicas en todas
las instituciones universitarias y de educacion superior de las 24 jurisdicciones del pais. La reso-
lucion contempla la implementacion transitoria de modalidades de ensefianza a traves de campus
virtuales, medios de comunicacién y/o cualquier otro entorno digital que se pueda implementar.
El Poder Ejecutivo Nacional emiti6 el decreto 297/2020 el 20 de marzo con la finalidad de prote-
ger la salud publica ante la pandemia del coronavirus. En el mismo resuelve el "aislamiento so-

cial, preventivo y obligatorio”

Como docente en la UNR y UCEL y coordinadora del area de Matematica de UCEL he te-
nido que adecuar la metodologia de las materias acorde a los recursos didacticos disponibles en
esta era virtual utilizando las “videoconferencias” y las “plataformas virtuales” como recursos
didacticos y de evaluacion. Estos recursos se utilizaron tanto en forma sincrénica como asincréni-
ca y para ello fue necesario disponer en un ciento por ciento del material didactico en forma digi-

tal, tanto en teoria como en préctica.

El libro mantiene su forma original. Se encuentra dividida en ocho capitulos y en cada uno
de ellos se han agregado “Aplicaciones” que se daban en el dictado presencial y no se habia desa-

rrollado su explicacién detallada en forma escrita hasta la anterior edicién.

El primero capitulo trata las operaciones financieras de Interés, con sus distintos regimenes
de célculo y aplicaciones, siendo el principal objetivo la determinacion de las tasas efectivas de
costo implicita en toda operacién financiera simple de capitalizacion. Como aplicaciones se tratan

la inflacion, la tasa promedio y el tratamiento de los intereses para tiempos fraccionarios.

El segundo se refiere a las operaciones financieras de Descuento, inversa a la anterior, con
los mismos objetivos pero para operaciones de actualizacion o descuento. Como aplicacion se
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estudia la refinanciacion de deudas en las que sustituyen documentos ya emitidos, por otros nue-
vos. Finalizado este capitulo, se logra una comprensién estrecha entre ambas operaciones de con-

temporizacion: capitalizacion y actualizacion.

El tercer capitulo trata las operaciones financieras en forma intrinseca, como tedricamente
se generan los intereses, que es en el campo continuo. Se incorpora, asi, el analisis matematico, a

través del calculo diferencial e integral como importante herramienta de método de calculo.

En la cuarta parte comienzan a estudiarse las operaciones compuestas, las rentas con cuotas
constantes, donde las prestaciones y las contra prestaciones son plurales. Cémo abonar una deuda,
como formar un capital, y las distintas combinaciones de estas dos operaciones. Se presenta como
objetivo principal, el célculo de la tasa de interés implicita en estas operaciones a través del méto-
do de tanteo financiero e interpolacion lineal, si bien hoy, gracias a las herramientas computacio-

nales, estos calculos se han simplificado.

En el capitulo quinto, se analizan las operaciones compuestas pero con cuotas variables, ya
sea bajo una ley (aritmética o geométrica) o sin ella. Para estas Gltimas, se recurre, introductoria-

mente, a la Teoria de las Inversiones.

Ya en la sexta parte, se exponen de lleno los distintos sistemas de amortizacidn de présta-
mos analizando especialmente, el sistema Francés, el sistema Aleman, el sistema Americano y
algunas distorsiones como el procedimiento de Tasa Directa en sus dos modalidades (con y sin

descuento anticipado de intereses).

En el capitulo séptimo se tratan los empréstitos para entidades publicas y las obligaciones
negociables para empresas privadas, también llamados titulos o bonos, en cuyas emisiones existe
pluralidad de acreedores o tenedores de titulos y un tnico deudor que es el emisor. El andlisis se
realiza considerando rescate cierto o programado (acorde a las condiciones de emision del titulo)

y rescate aleatorio (sorteo o licitacion).

Ya en la octava y Gltima parte, se introduce el calculo actuarial, para determinar las primas
en los seguros sobre la vida y a prima Unica. Se incorpora una nueva Tabla de Mortalidad, la CSO
2001.

Finalmente, deseo agradecer, infinitamente, a mis propios maestros y docentes de esta cé-
tedra: el Profesor Eduardo Cuneo, quien ha sido un ejemplo de ser humano y de docente, el Pro-
fesor Fernando Cicero, quien ha sido un entusiasta en esta materia con sus aplicaciones financie-
ras en el area informatica y a la Profesora Clelia Milicic, por su incansable y ejemplar alma do-

cente para con los innumerables alumnos a quienes ella ha ensefiado.
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Les agradezco también a mis colegas, que hoy me acompafan en la catedra de Matematica
Financiera, en nuestra silenciosa tarea de ensefiar a las nuevas generaciones esta matematica apli-
cada a las finanzas.

Por ultimo, quiero mencionar mi agradecimiento a los estudiantes que, afio tras afio, se pre-

paran para el ejercicio de su profesion y, porque no, para la docencia.
Marcela Gonzélez

Rosario, noviembre de 2020
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Capitulo I — Operaciones Financieras de Capitalizacion - Interés

CAPITULO |
Operaciones Financieras de Capitalizacion. Interés

1.1. Operacion Financiera.

1.2. Regimenes para el calculo de los intereses.
1.2.1. Régimen de Interés Simple
1.2.2. Régimen de Interés Compuesto.
1.2.2.1. Capitalizacion Periddica.
1.2.2.2. Capitalizacion Subperiddica y Continua. Enfoque de Proporcionalidad.
(Tasa Periddica Nominal Constante)
1.2.2.3. Capitalizacion Subperiddica y Continua. Enfoque de Equivalencia (Tasa
Periddica Efectiva Constante)
1.2.2.4. Comparacion de las Tasas Subperiddicas de Interés. Ejemplo.
1.2.2.5. Resumen de Montos en Régimen de Interés Compuesto.
1.2.3. Tasa Efectiva de costo (Interés) cuando se opera en Régimen de Interés Simple.

1.3. Operaciones pactadas con Ajuste por Inflacion.

1.4. Tasa Media o0 Tasa Promedio.

1.5. Andlisis Funcional de Monto Simple y Monto Compuesto.

1.6. Comparacion Analitico Algebraica de Monto Simple y Monto Compuesto.
1.7. Tiempo Fraccionario.

1.8. Aplicacion (Célculo de intereses por numerales)

1.9. Ejercitacion Capitulo 1.
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OPERACIONES FINANCIERAS DE CAPITALIZACION. INTERES

1.1.  Operacion Financiera
1.1.1. Definicién
Una operacion financiera es aquella que produce una modificacion cuantitativa del capital.

1.1.2. Elementos

1° Capital (C): desde el punto de vista cualitativo es el conjunto de bienes destinados a la pro-
ductividad. Cuando a ese capital se lo expresa en alguna unidad monetaria (peso, dolar, euro, etc.)
se habla del capital de forma cuantitativa y es de esa forma como se estudiara en este curso.

2° Tasa de Interés (i): es el precio que se paga por la disponibilidad del dinero. Si se contrae
un préstamo bancario, el banco cobrara intereses a una cierta tasa activa (para el banco). Por el
contrario, si se realiza un depdsito bancario la entidad financiera abonara intereses a una tasa pa-
siva (para el banco) por la disponibilidad del dinero depositado.

Financieramente se define a la tasa de interés como el rendimiento de un peso de Capital en un
periodo y se calcula como:

Si$l.-en 1 periodo gana i

$Cen 1 periodo ganara donde I son los intereses. Despejando la tasa:

. Intereses |

~ Capital C

3° Tiempo (n): si no transcurre el tiempo no existe operacion financiera. En toda operacion fi-
nanciera la unidad de medida de la tasa y del tiempo deben coincidir.

1.1.3.Clasificacién
1.1.3.1. Desde el punto de vista formal

a) Operaciones financieras Simples: en estas operaciones a una Unica prestacién correspon-
de una Unica contraprestacion.

b) Operaciones financieras Compuestas: en ellas existe pluralidad de prestaciones o contra-
prestaciones.

1.1.3.2. Desde el punto de vista sustancial

a) Operaciones financieras ciertas o de crédito puro: en ellas sélo existen los tres elementos
mencionados anteriormente.

b) Operaciones financieras aleatorias o contingentes o de prevision: en ellas existe un cuarto
elemento Illamado contingente o aleatorio, que condiciona la realizacion de la contraprestacion.
Estas operaciones son los seguros que se estudian en Calculo Actuarial (Capitulo VI1II).
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En un mal Illamado “seguro de vida” para un empleado (en realidad es un “seguro de
muerte”) si el trabajador muere antes de la edad jubilatoria la compafiia aseguradora pagaré al
beneficiario designado en la poéliza el “premio o seguro”. Pero si el trabajador sobrevive a la edad
jubilatoria y se jubila, la compafiia aseguradora no efectivizara ningin pago. Evidentemente la
“muerte del titular de la poliza” es el elemento aleatorio que condiciona la realizacion de la con-
traprestacion.

Un real “seguro de vida” es aquel que toma una persona, por ejemplo, hasta los 70 afios y
si llega con vida a esa edad él cobraré el “premio o seguro”.

En general, la ocurrencia del siniestro (muerte, vida, granizo, robo, incendio, etc.) es el
elemento aleatorio (incierto) que condiciona la realizacion de la contraprestacion por parte de la
compafiia aseguradora.

1.1.3.3. Ejemplos

De la combinacion de las dos clasificaciones anteriores se pueden mencionar los siguien-
tes ejemplos:

a) Operacion financiera simple y cierta: plazo fijo.

b) Operacién financiera simple y aleatoria: seguro de vida contratado con prima Unica.

c) Operacidn financiera compuesta y cierta: crédito Hipotecario o un Circulo de Ahorro 'y
Préstamo.

d) Operacion financiera compuesta y aleatoria: seguro de vida contratado con primas pe-
riodicas, renta vitalicia.

1.2. Regimenes para el calculo de los Intereses

Existen dos grandes regimenes para calcular los intereses:
1° Régimen de Interés Simple
2° Régimen de Interés Compuesto: con capitalizacién periddica, subperiddica y continua.

1.2.1. Régimen de Interés Simple

En este régimen la base para el célculo de los intereses, en todos los periodos, es el capital
inicial. Se aclara que la tasa y el tiempo siempre deben expresarse en la misma unidad de medida
(ambos en afios, en meses, en dias, etc.).

1.2.1.1. Monto en Régimen de Interés Simple

Per. Capital Interés Monto
1 C C.is C+Cis =C(1+1is)
2 C C.is C(1l+is) +Ciis = C(1l+is+is)=C(1+2is)
3 C C.is C(1+2i)+Cis=C(1+2is+is)=C(1+3is)
= +1.N)| — = -
= 1+in

Siendo el total de intereses|l = Ci;n
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Se puede decir que, en Régimen de Interés Simple, el inversor retira en todos los periodos

el interés dejando depositado, solamente, el capital inicial.

1.2.1.2. Tasas sucesivas de Interés en Régimen de Interés Simple en el supuesto en el

gue NO se retiran los intereses

1.2.1.2.1. Determinacién de las sucesivas tasas de interés

Periodo Capital Intereses Monto
1 C Cis C@+is)
2 C(1+is) C (1+ig) i=Cis (1) C(1 + 2is)
3 C (1+2is) C (1+2i5) is=Cis (2) C(1 + 3is)
n C[1+(n-1).is C[1+(n-1)is]in=Cis (3) C(1 + nis)
Despejamos i, de (1)
. . ] i
C@+i), =Ci - I, = ——
( s) 2 S 2 1+ |S
Comparacion deise iz
is = s por propiedad de identidad
1<1l+is dividiendo miembro a miembro
iy > s _implica que Iy >1,
Despejamos iz de (2)
. . . i
C@a+2i)i, =Ci — ,=—2
(L+21,)1; =C, ° 1420
Comparacion de iz eis
is = s por propiedad de identidad
1+is< 1+ 2is dividiendo miembro a miembro
i i —
s _>_—5 _implicaque |I, >1
1+i,  1+2i P a 2- 3
Despejamos inde (3)
. . . i
C[i+(n-1)ig in=Cis =>|i, = —————
[+ (-1 1+ (n-1)i,
Conclusién:
is> 2> i3>...> ix>...>i, donde para un periodo cualquierak |i, = ——
2 i ip>..2 ix>.. 24 donde para unp | <1 (k-Di,

y se cumple que:
CA+in) =CA+i)A+i,)A+iy)...L+1,)
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Cuando NO se retiran los intereses, el monto en régimen de Interés Simple es un caso par-
ticular del monto en régimen de Interés Compuesto con aplicacion de sucesivas tasas variables y
decrecientes.

1.2.1.2.2. Ejemplo

Suponiendo un capital de $10.000.- que se coloca en régimen de interés simple durante 4
meses a la tasa del 1% mensual, calcular el monto simple y las sucesivas tasas de interés que co-
rresponden al régimen de interés compuesto. Verificar el monto obtenido.

M, = 10.000 (L + 0,01 . 4) = [$10.400.

is = 0,01mensual;

= 904 50990099mensual
1+i, 101

=t 9014 500g03omensual
1+2i, 102

i, === 99_ 4 0097087mensual
1+3i, 103

Verificacion del monto obtenido

M =10.000 x 1,01 x 1,0099099 x 1,0098039 x 1,0097087 = $10.400.-

1.2.2. Régimen de Interés Compuesto

En este régimen existe Capitalizacion de los Intereses. Capitalizar Intereses significa trans-
formar los intereses en capital para que produzcan nuevos intereses en los periodos subsiguientes.

1.2.2.1. Monto con Capitalizacién Periddica (m=1)

Per. Capital Intereses Monto
1 C Ci C+Ci=C(+i)

2 C@+n CA+DI | CA+i)+CA+i)i=CA+i)A+i)=C@A+i)?
3 C(L+i)? C@+i)?i | CA+i)> +CA+i)’i=C+i)’A+i)=C@A+i)’

n C(1+i)nil C(1+i)n—1i M :C(1+i)n

Este es el monto en régimen compuesto con capitalizacién periddica.

| =M -C=C(1+i)"-C |l =C[ (1+i)"-1]

Al factor (1+i)" se lo llama factor (simple o singular) de capitalizacién. Lo que hace es
“capitalizar o llevar” un capital del momento actual a un momento futuro.

Despejando el capital:
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= M_ =M@+i)™
@+i)"
Al factor a 1_)n =(1+i)™" se lo llama factor (simple o singular) de actualizacién o des-
+i

cuento. Lo que hace es “descontar o traer” un valor monetario del futuro al momento actual.

1.2.2.2. Capitalizacién Subperiddica y Continua. Enfoque de Proporcionalidad

1.2.2.2.1. Monto con Capitalizacién Subperiddica (1<m<oo). Tasa Peridédica Nominal.
Tasa Subperiédica Proporcional.

Muchas veces las entidades financieras ofrecen una tasa periddica (por ejemplo, anual)
aclarando que capitalizan subperiédicamente (por ejemplo, mensualmente). A dicha tasa periédi-
ca se la llama tasa periédica nominal y se simboliza j. Como la capitalizacion es subperiédica se
debe encontrar la tasa subperiddica que se obtiene planteando “proporcionalidad”:

Si en 1 periodo = m subperiodos rige la tasa j (tasa perioédica nominal)
en 1 subperiodo regiré% que es la “tasa subperiédica proporcional”. Donde m es la fre-

cuencia de capitalizacion o la cantidad de subperiodos que hay en un periodo (en el ejemplo m =
12).
Como tasa y tiempo deben escribirse en la misma unidad de medida se debe expresar el
tiempo en subperiodos:
Si 1 periodo son m subperiodos
n periodos seran nm subperiodos

La formula de monto con capitalizacion subperiddica es:

M=C (1+ %} y la férmula de los Intereses es:

=M -C =c(1+ij —C:C{(ui) —1}
m m

1.2.2.2.1.1. Breve repaso de Binomio de Newton

(a-+b)" =(Z)a”b° +®a”-1bl+@a”-2b2 +...+(n)a0b”

Este desarrollo tiene (n+1) términos

n n! _ i B
(ijmdonde nNn=n.(n-1).(n-2)....1

Por convencion 0!=1
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B T T e

1.2.2.2.1.2. Comparacion del Monto Compuesto con capitalizacion Periddica y Subperid-

dica
Sabiendo que:
M, =C(L+i)" Monto con capitalizacion periddica (m=1)

. nm
M,=C (1+ %j Monto con capitalizacion subperiddica (1<m<co)

Y haciendo los siguientes supuestos:
1) C=%1-

2) n=1 periodo

3) iyj son numéricamente iguales (conceptualmente son distintas ya que i capitaliza pe-
riodicamente y j capitaliza subperiédicamente)

Se obtiene:

M, =1+i

MZ:(1+iJ
m

EESOEERE )
| = | ——| = | +.t| =
2i(m-2)"\ m 3I(m-3)'\ m m

1+l :1+L(lj
m U(m-)"\ 'm

1+ m:1+M£ijl+m(m—l)(m—Z)!(iT+m(m—1)(m—2)(m—3)!(ij3+ {
m U(m-1)!1\m 2i(m-2)! (m 31(m—3)! ol IS
(1+i m: +_ m(m 1)]_2+m(m—1)(m—2)j_3+ +£i)m
m 1'm 21 m? 31 e

Simplificando y distribuyendo m
(Hij :1+j+(m—1) (m-H(m-2) j
m

jm
j (*)

S |—.

(d] 1. HHJ (1‘)(1‘), "t

m 2!J

1
21 m 3! m

3|~—

Este desarrollo tiene m+1 términos positivos, luego

M, =M, +ZPositiva entonces M, > M,
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Conclusidn: El monto del régimen de Interés Compuesto con Capitalizacion Subperiddica
es mayor al monto del régimen de Interés Compuesto con Capitalizacién Periddica, trabajando
con el mismo capital, por el mismo periodo y a la misma tasa numérica de interés.

1.2.2.2.1.3. Comparacion de los montos con capitalizacién subperiddica a medida que
aumenta la frecuencia de capitalizacion.

Sise aumenta la frecuencia de capitalizacion k veces se obtiene el monto 3

n(m-+k)
M, :C[1+ j . Donde 1< k< co.

m+k

Deduciendo este monto de (*)

1
j (m+k) 1_7m+k J (mk)
1+ =1+ j4~——— L | ——
m+k 2! m+k

Este desarrollo tiene m+k+1 términos.

Comparando los dos desarrollos (con m+1 términos y con m+k+1 términos) se observa
que:

1° Los dos primeros términos son iguales.

2° Los m-1 términos siguientes son mayores en el segundo desarrollo ya que:

m<m+k

1 1
—->

m m+k
1
m m+k
1—£<1— 1
m m+k

2
Multiplicando ambos miembros por J?

l :2 :2
(1—— J—<(1— ! L
m) 2 m+k ) 2
Se concluye que el tercer término de M- es menor al tercer término del M3 y asi sucesiva-
mente se demuestra para todos los siguientes términos.

3° En M3 hay k términos mas y todos son positivos.

Conclusion: A medida que aumenta la frecuencia de capitalizacion el monto en régimen de
interés compuesto con capitalizacién Subperiddica aumenta: Mz > M,

1.2.2.2.2. Monto con capitalizacion Continua(m—o0). Monto Mé&ximo. M
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De acuerdo a la conclusion anterior se puede pensar que si m — oo también el monto
—> o0, pero es un gran error, el monto tiene limite y se denomina “Monto Maximo”. Para deter-
minar el Monto Maximo se aplica limite para m — oo al monto con capitalizacion subperiddica.
Considerando C=$1.- y n=1 periodo

i (5}

M=limM, = Iim(1+ij —lim| 1+ —lim| 1+ = —e ya que Iim(l+l) =e
m—»>o m—>o m m—>o m m—>c m X—>00 X
j j
e

Considerando capital y tiempo distinto de 1 el Monto Maximo es:

M — Caln "
y los Intereses maximos son

I=M-C=Ce"-C=C(e"-1)

Aclaracion: El Monto Maximo es el monto de régimen de Interés Compuesto con capitali-
zacion continua bajo el enfoque de proporcionalidad (j constante).

1.2.2.2.3. Ejemplo

Determinar el monto obtenido al colocar un capital de $10.000.- durante 4 afios en régimen
de interés compuesto a la tasa periddica del 12% anual con capitalizacion:

a) Anual (m=1)

Como la capitalizacién es periddica la tasa dada se simboliza i

M =C(1+i)" =10.000x1,12* =|15.735,19

b) Semestral
En este caso la capitalizacion es subperiddica y m=2

-\ NXm 4x2
M:C(1+%j =1o.ooo(1+0’—;2j ~10.000x1, 06° =[15.938 48

c) Trimestral
En este caso la capitalizacion también es subperiddica y m=4

j nxm 0’12 4x4 "
M=C|1l+— =10.000 1+T =10.000x1,03™ =|16.047,06
m
d) Mensual
En este caso la capitalizacion también es subperiddica y m=12
j nxm 0’12 4x12 "
M=C|l+— =10.000 1+§ =10.000x1,01™ =|16.122, 26
m
e) Continua

En este caso la capitalizacion es continuay m — oo
M =Ce" =10.000e"*** = [16.160, 74
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Se concluye que, efectivamente, en régimen de interés compuesto a medida que aumenta la
frecuencia de capitalizacion aumenta el monto hasta llegar al monto méaximo.

1.2.2.2.4. Tasa Periédica Efectiva de Interés

Definicion: La Tasa Periddica Efectiva de Interés es el rendimiento (interés) de un peso de
capital en un periodo de tiempo cualquiera sea el régimen aplicado y la capitalizacion.

Se dedujo que la tasa “j” no proporciona el verdadero rendimiento de la operacion ya que
los montos crecen a medida que “m” aumenta Yy la tasa periédica nominal j de interés enunciada
permanece invariable.

Se desea calcular cudl es la tasa efectiva para las distintas capitalizaciones, acorde al cre-
cimiento de los montos.

1.2.2.2.41. Régimen de Interés Compuesto con Capitalizacién Periddica (m=1)

Para esta demostracion se simboliza j a la tasa periddica enunciada. Recordando que el in-
terés es:

| =M -C=C(l+j)"-C=C[(@+]))"-1]

Pero de acuerdo con la definicion de Tasa Efectiva de Interés, si el capital de $1 y n=1 pe-
riodo, entonces el interés es la tasa efectiva de interés:

i =(1+ j)' —1simplificando[i = j|
Conclusién: cuando se capitaliza una Unica vez en el periodo (m=1) la tasa periédica no-
minal es también efectiva: ambas coinciden (lnico caso).

1.2.2.2.4.2. Régimen de Interés Compuesto con Capitalizacién Subperiddica (1<m<ow)

Recordando que el interés con capitalizacion subperiodica es:

-y _CZCHJ“”‘_C:CKH%)"”‘_ }

De acuerdo con la definicion de tasa efectiva de interés si el capital de $1 y n=1periodo en-
tonces el interés es la tasa efectiva de interés:

. m
= (1+ %j —1| Tasa periodica efectiva de interés

1.2.2.2.4.3. Régimen de Interés Compuesto con Capitalizaciéon Continua (m—o). Tasa Peri6-

dica Efectiva Maxima de Interés.i

Recordando que el monto con capitalizacién continua es:
I=M-C=Ce"-C=C(e"-1)

De acuerdo con la definicidn de tasa efectiva de interés si el capital de $1 y n=1periodo en-
tonces el interés es la tasa efectiva “maxima” de interés:

i =e’ —1] Tasa periddica efectiva “maxima” de interés.
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1.2.2.2.4.4. Ejemplo
Siendo j = 0,12 anual. Calcular la tasa efectiva anual “i” para

a) Capitalizacion anual (m = 1)

i = j=0,12 anual efectivd

b) Capitalizacion semestral (m = 2)

i= (1+ lj -1=1,06" —1= |O,1236 anual efectiva con cap. semestral
m

c) Capitalizacion trimestral (m = 4)

i= (1+ lj -1=1,03"-1= |O,125509 anual efectiva con cap. trimestral
m

d) Capitalizacion mensual (m= 12)

i= (1+ i) -1=1,01" -1= |0,126825 anual efectiva con cap. mensual
m

e) Capitalizacién continua (m —>00)

i=el—1=e"?_1= 10,127497 anual efectiva maxima con cap. continua

Conclusion: siendo la tasa peridédica nominal j constante (Supuesto de Proporcionalidad) a
medida quela frecuencia de capitalizacion m crece, la tasa periddica efectiva también crece. Para
m — coSe obtiene la tasa efectiva maxima que es la mayor de las tasas periddicas efectivas.

1.2.2.3. Capitalizacion Subperiédica y Continua. Enfogue de Equivalencia (tasa periodi-
ca efectiva constante)

En el “Enfoque de Proporcionalidad™ (j constante) se trabajé con la tasa subperiodica pro-
porcional j/m que lleva a montos cada vez mayores a medida que aumenta la frecuencia de capita-
lizacidn. Este crecimiento de los montos se traduce en una tasa efectiva de interés que es creciente
(hasta llegar a la Tasa Efectiva Maxima que corresponde a la capitalizacion continua).

Un inversor “inteligente” decidiria invertir su capital con capitalizacion continua porque
obtendria el maximo rendimiento. Es por ello que, a las instituciones financieras les interesa
enunciar un rendimiento efectivo constante independientemente de la frecuencia de capitaliza-
cion.

Surge, entonces, el “Enfoque de Equivalencia” o “Igualdad de Montos” o de “Tasa Perio-
dica Efectiva i Constante”.

1.2.2.3.1. Tasa Subperiddica Equivalente de Interés

Definicion: la Tasa Subperiddica Equivalente de Interés i) es aquella tasa que capitalizan-
do subperiddicamente produce el mismo monto que la tasa periddica efectiva i capitalizando pe-
ridicamente, operando sobre el mismo capital y por el mismo nimero de periodos.
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El Enfoque de Equivalencia iguala los montos de capitalizacion periodica y de capitaliza-
cion subperiddica:

M =C(+i)"  monto con capitalizacion periddica

M=C(+ i(m))nm monto con capitalizacion subperiddica trabajando con tasa subperiédica

equivalente de interés
Igualando ambos montos  C(L+i)" =C(L+i,, )™ simplificando “C”y “n”'y despejan-

do: (L+1) =(1+ i(m))m *)

1
imy = Y+i-1= (1+i)m -1 Tasa subperiddica equivalente de interés.

Despejando la tasa periddica efectiva “i” de (*):

i=(1+i,) -1

1.2.2.3.2. Tasas Subperiodicas Equivalentes de Interés en general

Definicion: Dos tasas subperiodicas de interés son equivalentes si ambas producen el mis-
mo monto, operando con distinta frecuencia de capitalizacion y trabajando sobre el mismo capital
y el mismo nimero de periodos.

Para deducirlas se plantea la igualdad de los montos capitalizando en un caso “m” veces y
en el otro “k” veces.

M =C(L+i,)™
M =C(L+i,,)™

C(l+i(m))nm :C(l+i(k))nk (1+i(m))m = (l+i(k))k
Simplificando y despejando

k
iy = \m/(1+i(k) )k ~1=(1+iy )" -1

1.2.2.3.3. Tasa Periodica Nominal “Convertible” de Interés jm)

En el “enfoque de proporcionalidad” la tasa nominal j es constante pero si se pretende ob-
tener la tasa nominal periddica que corresponde a la tasa subperiddica equivalente es necesario
considerar a esta tasa “variable” de acuerdo con la frecuencia de capitalizacion. Esta tasa peridodi-
ca nominal variable se denomina “Tasa Periddica Nominal Convertible” y se simboliza jm)

: - : Jm
jom =imM| — i, =—"
m = (m) m =

De esta forma, bajo el concepto de equivalencia, el monto capitalizando subperiddica es:
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M =C(L+iy)™ =c(1+ﬂj
m

Se recuerda que este monto es igual al de la capitalizacion periodica M =C(1+1i)"

Resumen de tasas de interés

es proporcional| a la tasa periodica nominal| j,,

i6di i Jim) : -
m tasa subperiddica iy = Y | =l M

equivalente

es equivalente| a la tasa periddica efectiva

i=(1+i ) =1 iy =Y2+i1

Si i12=0,03 mensual ; jm=36 anual cap. mensualmente ; i=0,425761 anual efva.

Ejemplo:

Considerando una tasa de interés del 1% mensual, calcular la tasa de interés trimestral
equivalente y las tasas periddicas nominales convertibles y efectivas anuales de interés.

. Tasa Subperiddica w Tasa Periddica
Frecuencia ; Nominal Convertible -
- Equivalente Anual Efectiva Anual

) _ _ j(k) = i(k)k i= (1+ i(k) )k -1
=12 i =iz =0,01 mensual| i = 0,01x12 =140 01)12 B
iz = 0,12
k
Iy = (L+1g)"™ 1 Jm = Iy i=(L+iy) -
_ 2 |, =0,030301x4
m=4 iy = (1+0,00) ¢ -1 Ja (1+o 030301)
- . . =0,121204 =0,126825
i,y =0,030301 trimestral J

Observaciones:

1- Las tasas subperiodicas equivalentes de interés no son proporcionales.

2- Las tasas periddicas nominales convertibles de interés crecen a media que disminuye la
frecuencia de capitalizacion.

3- Siendo las tasas subperiddicas de interés equivalentes, las tasas periddicas efectivas de
interés son iguales.
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1.2.2.3.4. Tasa Periddica Nominal Instantdnea de Interés “5”
1.2.2.3.4.1. Definiciones

Definicion sintética: es la tasa Periodica Nominal de Interés que se obtiene aplicando el li-

mite para m — oo de la tasa nominal convertible de interés jm . |5 = lim j
m-—oo

Definicion analitica: es aquella tasa periddica nominal que capitalizando continuamente (o
cuando el intervalo de capitalizacion tiende a 0) produce el mismo monto (Enfoque de Equivalen-
cia) que la tasa periodica efectiva i capitalizando periédicamente, operando sobre el mismo capi-
tal y por el mismo nimero de periodos.

1.2.2.3.4.2. Deduccion aplicando el nimero “e”

Cabe destacar que ahora el enfoque es de “Equivalencia” o “Igualdad de Montos” o “Tasa
Periddica Efectiva i Constante”. Igualando el monto con capitalizacion periddica y subperiddica y
aplicando limite param — oo

- m
lim(1+i)=lim £1+ %j siendo el primer miembro constante y haciendo ciertos artificios en el

m—o m—o

segundo miembro:

; m o
Jgm) —J(m)

J(m) j(m)l j(m)

. j . 1 : 1Y
1+i=lim| 1+ 1+i=lim|1+— yaque lim|1+=| =e
m—>o m m—>w m X—>00 X

j(m) j(m)

- I 'm ~ - -
1+i= emmk "1ri=e’ ™ aplicando In en ambos miembros
In@+1i) =In(e’) In(L+i)=sIne

Aclaracién: De (*) se obtiene el monto con capitalizacién continua utilizando la tasa Ins-
tantanea de Interés (enfogque de equivalencia o igualdad de montos):

M = Ce’"

1.2.2.3.5. Ejemplo

Se requiere un rendimiento efectivo constante del 12% efectivo anual (i constante implica
Enfoque de Equivalencia). Determinar las tasas subperiddicas equivalentes y las tasas periddicas
nominales convertibles con capitalizacion:

a) Semestral

i = 0,12 anual efectiva m=2
(L )" =140 iy =iy =Y1+1-1=2112 ~1=[0,0583005 semestral equivalente]

jmy = iy = x2=0,116601 nominal anual|

b) Trimestral
i = 0,12 anual efectiva m=4

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzélez 29



Capitulo I — Operaciones Financieras de Capitalizacion - Interés

(L) =1+ i =i =V1+i-1=4112 ~1=0,028737 trimestral equivalente]

Jmy = Joay =iy X4 =[0,114949 nominal anual|

c) Mensual
i = 0,12 anual efectiva m=12
(Lt )" =141 i =gy =YL+ -1=%112 ~1=0,009489 mensual equivalente]

Jmy = Jazy =la2X12=]0,113866 nominal anual|

d) Continua
i =0,12 anual efectiva m —o0
Al ser la capitalizacion continua no existe tasa subperiodica. La tasa periédica nominal
instantanea es:

8 =In(1+i) =In112=|0,113329 instantanea nominal anual

Primera observacion: A medida que aumenta la frecuencia de capitalizacion, para obtener
siempre el mismo Monto (supuesto de Equivalencia), se deben enunciar tasas subperiddicas equi-
valentes menores a la tasa subperiodica proporcional de la tasa periddica efectiva dada (por ejem-
plo, i<i/2). Es asi porque, con la mayor cantidad de veces que capitalizan, siempre se llega al
12% anual efectivo.

Segunda observacion: A medida que aumenta la frecuencia de capitalizacion, para obtener
siempre el mismo Monto (supuesto de Equivalencia), se deben enunciar tasas periddicas nomina-
les convertibles cada vez menores.

Tercera observacion: la tasa Instantanea de Interés es la menor de todas las tasas periddicas
de interés.

1.2.2.3.6. Comparacién de las Tasas Periddicas Nominales Convertibles de Interés para
“m” variable.

Partiendo del enfoque de equivalencia:

@+i) = (L+ig) ) =(1tip ) =(1+ig) == (L+in)
y reemplazando (DA

(i) (] i\ i )"
A+i) =1+ | =|1+22 | =|1+8 | = =|1+- @
1 \ 2 3 )) m

+Se compara jo Y je
Manteniendo constante juy) Yy aumentando la frecuencia de capitalizacion se da la siguiente
desigualdad:

m

- 1 . 2
1+ %) < [1+ %J reemplazando el primer miembro de la desigualdad por (1)

. 2 . 2
1+ %] < (1+ %j y simplificando

Joy < Jow =!
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+ Se compara ahora je Y j@m).con idéntico razonamiento:

. 2 . 3
1+ %j < [1+ %) reemplazando el primer miembro de la desigualdad por (2)

R 3 . 3
1+ %} < (1+ %} y simplificando

Jiz < Ji |y asi sucesivamente se puede demostrar que:

Joy < Ji3)

Jo) < Joy

Conclusiones (bajo el Enfoque de Equivalencia)

1= Joy > Jo > g >"'>r!1lgo]c Jmy =0

Primera conclusion: La Tasa Periddica Efectiva de Interés es mayor a todas las tasas perio-
dicas nominales de interés.

Segunda conclusion: Las tasas peridédicas nominales convertibles decrecen a medida que
aumenta la frecuencia de capitalizacion.

Tercera conclusidn: Si m—oo la tasa nominal instantanea ¢ es la menor de todas las tasas
periddicas nominales.

Aclaracion: Al plantear la equivalencia entre las tasas, todos ellas “i”, “jmy “0” (capitali-
zando periddica, subperiddica y continuamente) producen montos iguales:

CL+i)" =c(1+i(m))””‘ =c(1+ MJ =Ce”™
m

Simplificando

Lti=(1+ip) =(1+ j(m)j —¢’

Ver nuevamente el ejemplo del punto 1.2.2.3.5.

1.2.2.4. Comparacién de las Tasas Subperiodicas de Interés: Proporcional y Equivalente
Partiendo del mismo valor numérico de las tasas periddicas i y j y para m>1:

(1+i)<(1+i]m

m

Despejando j/m nos queda
1 -
Q+i)m —1<
m

Donde el primer miembro es la tasa subperiddica equivalente. Luego
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c ]
oy <=

Conclusidn: Partiendo del mismo valor numérico de las tasas periodicas, la Tasa Subperio-

dica Equivalente de interés es siempre menor a la Tasa Subperiddica Proporcional de interés.
Ejemplo:i=j=0,12 anual m=2
i = 1,122 -1 = 0,058301 semestral equivalente.

j/im =0,12/2 = 0,06 semestral proporcional.

1.2.3. Tasa Efectiva de Rendimiento cuando se opera en Régimen de Interés Simple

Igualando los Montos en Régimen de Interés Simple y Compuesto se obtiene la Tasa Efec-
tiva de Rendimiento “i” equivalente a la tasa en régimen de interés simple “is”:

M =C(1+in)
M =C(@+i)"
C{@+i)"=C(@+i,n) simplificando C  (1+i)" =(1+in) y despejando

i =2/(1+i,n) —1| Tasa efectiva de rendimiento para operaciones a interés Simple

Si se conoce la tasa efectiva de rendimiento y se despeja la tasa a interés Simple:
C(@+i,n)=C(+i)" simplificando y despejando

@iy -1
° n

Aclaracién: las relaciones entre ambas tasas dependen del plazo de la operacién (n) pero no

del capital invertido (C).
Ejemplo: Calcular la tasa efectiva anual de rendimiento siendo la tasa de interés simple del

1% para 30 dias para operaciones a:
a) 7 dias

(L+i)"=(+in) (1+i)325=(1+o,013—70j

7
i— 365/(1+0,0137—0) ~1=|0,129218 anual efectival

b) 30 dias

i\)\'= i i %: @
@T+D)"=@+in)  (1+i) (1+0,0130j

30
i = %5/(1+0,01x1) —1=]0,128695 anual efectiva|

c) 365 dias
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365
@L+i)"=(L+i,n) (1+i)365=(1+0,01%j

i= (1+0,01%) ~1=10,121667 anual efectiva|

Conclusién: Las tasas efectivas de rendimiento correspondientes a la tasa en régimen de in-
terés simple decrecen a medida que aumenta el tiempo de colocacion del capital.

Cadena de Equivalencias para determinar la tasa Efectiva de Rendimiento (Costo)

.Resumiendo, para encontrar la tasa efectiva de Rendimiento o de Interés se deben igualar
el monto compuesto con capitalizacion periddica con los demas montos, (con capitalizacién sub-
periodica y continua e inclusive con el monto simple) formando la cadena de equivalencias. De
alli se despeja la tasa en cuestion.

Tasa Efectiva de Rendimiento

: n j(m) " ; nm on ;
Cl1 =C|1 =C(1 =Ce™ =C(1
[-‘r _ i J [-‘r mJ (+|(m)) e (1+i;n)

Resumen de ambos enfoques: Proporcionalidad y Equivalencia

Enfoque de Proporcionalidad- Tasa periodica nominal j constante

CAPITALIZACION
Periddica Subperiodica Continua
- N . )
Montos M =C(@+i)" M :c(1+ij M =Ce”" (maximo)
crecientes m
Tasas efectivas i=] i = (14_ ljm -1 i—el —1(maxima)
crecientes m

A medida que aumenta la frecuencia de capitalizacion los montos crecen, hasta llegar al
monto maximo (M) para m — oo

Este crecimiento en los montos se refleja en la tasa efectiva de interés que para M —> >
se obtiene la tasa efectiva maxima.

Enfoque de Equivalencia - Tasa periddica efectiva i constante

CAPITALIZACION
Periddica Subperiddica Continua
Montos | M =C@ri)| M —c(+i, )" :c(uﬂj M =Ce”
iguales m
Tasas nom. Po\m
i— i . Jm . e i _ad . s ;
convertibles = o 1+':(1+ ﬁn)] v :(Vl“_l)m L+i=e”;5=In(1+i)
decrecientes
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En este enfoque todos los montos son iguales. Para encontrar las tasas nominales converti-
bles se igualan los montos. Para 1, s oo Se Obtiene la tasa nominal instantanea ().

Estas nominales convertibles decrecen para m creciente, hasta llegar a la tasa instantanea
que es la menor de todas las tasas de interés 1> Jy >0
1.3. Operaciones Pactadas con Ajuste por Inflacidn.
1.3.1. Monto pactado Sin Ajuste por Inflacién

En periodos inflacionarios, la tasa que los bancos ofrecen NO es una tasa real sino aparente
porque en ella esta incluida la inflacién del periodo. A esa tasa enunciada se la denomina “Tasa
Aparente” y se simboliza isp. El monto producido se denomina “Monto Sin Ajuste por inflacion”:

Mg, = Cl+ iap)n

1.3.2. Monto pactado Con Ajuste por Inflacion

1° Definicion: la Tasa de Inflacion mide el incremento sostenido de los precios por cada
$1.- de capital y en 1 periodo. Se simboliza¢g (phi).

Siendo o el indice de precios en el periodo base e l:el indice de precios en el periodo ac-
tual, para obtener |, es necesario agregarle a | la tasa de inflacion.

L=l +lep=1,0+9¢)

y para despejar la tasa de inflacién

¢:L—1: Il_ IO
IO

Iy

Se observa que la tasa de Inflacion opera como una tasa de interés, en donde los indices son
el monto y el capital.

2° Definicidn: la Tasa de Desvalorizacion Monetaria mide la pérdida de poder adquisitivo
de $1.- en 1 periodo. Se simboliza A (lambda).

Siendo I el indice de precios en el periodo base e |1 el indice de precios en el periodo ac-
tual, para obtener lo es necesario descontarle a I; la tasa de desvalorizacién monetaria.

l=1,—1,A=1,1-2) o=1-2

1

y para despejar la tasa de desvalorizacion monetaria

gzl_l_ozﬁ

1, 1,

Se observa que la tasa de Desvalorizacion Monetaria opera como una tasa de descuento, en
donde los indices son el valor nominal y el valor efectivo de un documento (Capitulo II).

Relacioén entre @ y A
Sabemos que:
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. . . 1 .
=10+ e IL=—2 igualando y simplificando 1+@p=—— despejando
1 =A+e) e I -2 9 y simp p=1—, Ydespe]
_ 1 —1—1_1+ﬂL entonces _ A
() 1-4 )
1_,1:_1 121__1 A:% entonces |A1=—2—
1+¢ 1+¢ 1+¢ 1+¢

Comparacion entre @ y A

A=A por la propiedad de identidad
1>1-21  dividiendo miembro a miembro

A< % siendo "¢" el segundo miembro de esta desigualdad:

Ejemplo:

Siendo lp = 100.- e I; = 109,8642 determinar las tasas de inflacion y de desvalorizacion
monetaria.

7- Il|_|0 :109,861533—100 _5.:098624] y (7] |1I—|0 _109,8624-100 _3-oeozme
1

0 109,8624

Se cumple que: A<

Determinacién del monto pactado con ajuste por inflacion
En el siguiente eje temporal se calcula el capital por la inflacién del periodo en curso:

0y Pz fz n
iy _.ﬁc\)._
I & ' h 1

0 1 2 3

C Cll+e,) C(1+¢,)(1+¢,) v asien el enésimo periodo
Cll+e)(l+g,)... A1+e) =CTJl+o)
P )

Para ajustar el capital inicial C por la inflacién se procede como indica el gréafico temporal
precedente:

a) En el primer periodo:
CAJ. =C+Cqp =C(l+¢)

b) En el segundo periodo:
2
Cy =C+¢) +CA+¢)p, =C(L+¢)1+¢,)=C[ [U+¢;)

j=1
c) En el tercer periodo:

2 2 2 3
CAj ZCH(1+¢’j)+CH(1+¢j)¢3 ZCH(1+¢j)(1+¢3) :CH(1+¢7j)
j=1 j=1 =1 j=1

d) En el ultimo periodo:

n-1 n-1 n-1 n
Cy =C[J@+p)+CI]+0)0, =CI ]+ p)@+0p,)=C] [W+0,)
j=1 j=1 j=1 i1
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En el esquema anterior se observa cémo evoluciona el capital en periodos inflacionarios.
Sobre este capital ajustado por inflacién se aplica la Tasa Real de Interés que se simboliza “i,”. El
monto pactado Con Ajuste por Inflacion es (ver 1.3.3.5.Cuadro de evolucion del Monto Con
Ajuste por Inflacion):

Mer :Cg(lﬂpi)(lHr) en el caso que calcula la tasa promedio de inflacion ¢ (im-

plicaria considerar que la inflacion es constante en los n periodos) la formula es:

Mc/s =CA+ )1+ 9)...A+p)(A+i,)" =C(1+9)" (1 +i,)"

1.3.3. Relacién entre la Tasa Aparente, la Tasa de Inflacién vy la Tasa Real

Igualando el monto Con Ajuste (inflacién promedio constante) y el monto Sin Ajuste se
obtienen las equivalencias entre las distintas tasas participantes en la operacion.

MSIAj :C(1+ iap)n

My =CL+0)" A+i)" } igualando y simplificando

|1+ i, =1+ @)d+ i,)| (*) Ecuacién o igualdad de Fisher

1.3.3.1. Tasa Aparente
Despejandola de (*) :

i, =1+ (p)(1+ir)—l|

1.3.3.2.Tasa de Inflacién

Despejandola de (*) :

n 1+i,, 1+i,, 1+i, —1-i, Iy — 1y
+ = = — 1= =
v 1+i, 4 1+i, 1+i, 4 1+i,
1.3.3.3. Tasa Real
Despejandola de (*):
1+i 1+i 1+i, —-1- i, —
1+ ir — ap ir — ap 1= ap w Ir — ap w
1+¢ 1+¢ 1+¢ 1+¢
Se presentan 3 casos para analizar en cuanto al valor de la i,
3 casos Sii,, =9 =i, =0no hubo rendimiento en la colocacion, sdlo se mantuvo el po-

der adquisitivo del capital.

Si i, >p=i >0 en este caso si se obtuvo rendimiento financiero por sobre el
ajuste inflacionario.

Si i,, <@ =1, <0 en este caso se pierde poder adquisitivo del capital, hay desca-
pitalizacion(unico caso en que la tasa ir es negativa).
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1.3.3.4. Ejemplo
Suponiendo una tasa aparente del 10% anual y una tasa de inflacion del 8% anual. Deter-
minar la tasa real anual de la operacion.
iy~ 010-0,08 0,02
" 1+ 1,08 1,08
La tasa real NO se calcula como la diferencia entre la tasa aparente y la tasa de inflacion.
Su valor es ain menor que dicha diferencia.

| i, =0,0185185 anual‘

1.3.3.5. Cuadro de evolucion del Monto Con Ajuste por Inflacién

A continuacion se presenta el cuadro de evolucion del capital pactado con ajuste por In-
flacion, periodo a periodo:
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Periodo Capital Capital Ajustado Interés sobre Monto con Ajuste Inflacionario
Capital Ajustado
1 C Cl+e) C+p)i, CA+¢@)+CA+p)i, =CQA+¢)A+i,)
Cl+e¢)@+i) Cl+o)+i )1+, = o ) Jp— - :
& ( ¢1)(2 )L+ .) C(1+Ir)H(1+¢)j).lr C(1+Ir)H(1+(pj)+C(1+Ir)H(1+g0j).|r =
, ca+i[[a+e,) = , A
CIT@+e)@A+i)@+i)=C[]@+gp)A+i)
=1 j=1
2 2 3 3 3
CH L+, @+i,)? CI[A+e)A+i)’A+g,) = C(1+ir)21_[(1+¢)j).ir CA+i )’ [JA+p)+Ca+i)*[[A+9)d. =
3 j=1 j=1 j=1 =1 =1
3 3 3
ca+i)[a+e) ClT@+ep)@+i)’@+i)=ClJ@+p)A+i)’
=t j=1 j=1
n-1 n-1 n n n
CH (1+¢)j)(1+ir)"_l CH(1+g0j)(l+ir)”’l(1+§Dn)= C(1+ir)”‘1l_[(1+goj).ir C(1+ir)”*ll_[(lJr(pj)+C(1+ir)“’ll_[(lJr(pj).ir =
j=1 j=1 j=1 =1 j=1
n

C(1+ir)”’111[(1+(pj)

Cf[(l+ @;) 1+ i) A+i) = Cﬁ(1+ @;)L+i)"
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1.4. Tasa Media o Tasa Promedio

La Tasa Media o Tasa Promedio se simboliza ipy se deducira en dos casos:
1.4.1. Primer caso: Cuando se particiona el capital
1.4.1.1. Definicion

La Tasa Media o Tasa Promedio es aquella tasa que colocando un capital en su totalidad
produce el mismo monto que colocando parcelas de ese capital a distintas tasas durante el mis-
mo numero de periodos.

1.4.1.2. Régimen a Interés Simple

Hecho Real:

Se tienen distintos capitales colocados a distintas tasas durante “n” periodos.
Ci=2ir )
C:202

> n periodos

Ck=2 ik )

El monto del Hecho Real es
Myir=M+M, +..+M, =C (1+in)+C,1L+i,n)+...+C, (L+i.n)

Mg =2, C;A+im)| (g
j=1

Supuesto de equivalencia:

Se supone que el capital total se coloca a la tasa Promedio (i, ) durante “n” periodos.

Kk
C,+C,+..+C, =>.C, =C —i, —n periodos

=

El monto del Supuesto de Equivalencia es

Mg =C@+in)| @

Igualando ambos montos

2)=()
C(1+ipn)=zk: C,(1+in)

k k k
C+Cin=> C,+n> Cii, simplificando  Ci, =) Cji,
=1

=1 =

Observaciones:
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1- La tasa Media es independiente del plazo de la operacién (NO aparece “n” en la formula
final).

X f.

2- Recordando que el promedio ponderado de una variable X es Ypond =-1=—— donde:

2

Kk
1
k

i=1

xi= i-ésimo valor de la variable X
fi = es la ponderacion o frecuencia absoluta del valor x; de la variable X
k es el nimero de valores distintos que toma la variable X

Si se observa la formula de tasa media o promedio se concluye que la “Tasa Media 0
Promedio es un promedio ponderado de las tasas de interés donde las ponderaciones son los
capitales invertidos a cada una de las distintas tasas de interés”.

Caso particular: Suponiendo que todos los capitales son iguales.
SiC =C,=C,=..=C, =C’

i o
= _y

P K i =
C Zl de donde Pk
i

n

2%
Recordando que el Promedio Simple o Media Aritmética de una variable X es X ==L —
n

Se concluye que, si todos los capitales son iguales, la Tasa Media es el Promedio Simple
0 Media Aritmética de las tasas de intereés.

Ejemplo:
Suponiendo que se invierten los siguientes capitales a las tasas indicadas por 2 afios en
régimen de interés simple:
a) $8.320.- a la tasa del 6% bimestral
b) $7.350.- a la tasa del 4,50% bimestral
c) $10.330.- a la tasa del 5,25% bimestral
determinara tasa media o tasa promedio bimestral de la operacion.

Se puede resolver de 2 formas:

1° Planteando la igualdad de los montos:
k
C(L+i,n) =2Cj(1+ijn)
j=1

26.000(1+i,.12) = 8.320(1+ 0,06x12) + 7.350(1+ 0,045x12) +10.330(1 + 0,0525x12)

26.000(1+1i,.12) =14.310,40+11.319,00 +16.837,90

o (42.467,30 _1ji
26.000 12

p

i, =0,052780 bimestral. Se debe cumplir que: i iva <1, <liaima
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2° Aplicando la formula de tasa media:

_8.320x0,06 +7.350x0,045 +10.330x0,0525 499,20 + 330, 75+ 542,325

8.320+7.350+10.330 26.000

k
2.Cii;
. j=1
|p = x =
2.C
j=1

= 1.372,275 = |O, 052780 bimestral|. Se debe cumplir que: i
26.000

minima maxima

<Ip<l

1.4.1.3. Régimen de Interés Compuesto

Hecho Real (con idéntico razonamiento al punto anterior)
Ci2i )
Co21i2

> n periodos

Ckélk/

Mgz=M+M,+..+M, =C (1+1i)"+C,(L+i,)" +...+C, (L+i,)"

Mie =2, C;A+i))"| (1
j=1

Supuesto de equivalencia:

Se supone que el capital total se coloca a la tasa Promedio (ip ) durante “n” periodos.

Kk
C,+C,+..+C, =>.C, =C —i, —n periodos

=

Mg =CL+i,)"| @

Igualando ambos Montos
(2)=(1)

k
C@+iy)" Zzll Ci(+i))" despejando
j=

Aclaracion:
Cuando se trabaja con un Unico capital y se despeja la tasa de interés queda

M=C(1+i)" ydespejando latasa i= n/% -1
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En forma analoga se puede escribir: ip =, '

Ejemplo:
Suponiendo que se invierten los siguientes capitales a las tasas indicadas por 2 afios en
régimen de interés compuesto:
a) $8.320.- a la tasa del 6% bimestral
b) $7.350.- a la tasa del 4,50% bimestral
c) $10.330.- a la tasa del 5,25% bimestral
determinara tasa media bimestral de la operacion.

Se puede resuelve planteando la igualdad de los montos:
k
C@+i,)" =) C;@+i)
j=1
26.000(1+ ip)12 =8.320x1,06" + 7.350x1,045" +10.330x1,0525"
26.000(1+i )" =16.741,47 +12.464,73+19.088,23

. ’48.294, 43
| =12— ~ 1
P 26.000

|ip =0,052956 bimestral|. Se debe cumplir que: i

minima < Ip < Imélxima

1.4.2. Segundo caso: Cuando se particiona el tiempo o plazo de la colocacién

1.4.2.1. Definicion:

La Tasa Media o Tasa Promedio es aquella tasa que colocando un capital durante el tiem-
po total en una operacién financiera produce el mismo monto que colocando ese mismo capital
a distintas tasas durante distintos intervalos de ese tiempo total.

1.4.2.2. Régimen a Interés Simple

Hecho Real:

C — i1 — m periodos
i, — ny periodos
ik — nx periodos

Mg =C+l+1,+..+1,

M,k =C+Cin, +Ci,n, +...+Ci,n,

K k
My =C+C> i, =C[1+Zijnj} @)
j=1 j=1

Supuesto de equivalencia:
Se coloca el capital a la tasa media durante el tiempo total
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Kk
C—i,>n+n,+..+4n=>n=n
=1

Mg =C+Ci,n=C(L+i,n)| (2)

Igualando ambos Montos

=)
C(1+ipn):C(1+Zk:ijnj) ipn:Zk:ijnj

Simplificando y despejando

Observaciones:

1- Latasa media es independiente del Capital invertido.
2- La “Tasa Media es el Promedio Ponderado de las tasas de interés donde las ponderacio-
nes son los tiempos que rigi6 cada tasa (ver segunda observacion caso anterior en R.I. Simple).

Caso particular: Si los intervalos de colocacion son todos iguales y los simbolizamos n”,
queda:
Si ni=n=..=n=n

n*Zi. K
R o2

P
n

*

k
1 de donde P k
j=1

Recordando gue el Promedio Simple o Media Aritmética de una variable X

n
2%
es: X ==L —
n
Se concluye que, si todos los tiempos de colocacién son iguales, la Tasa Media es el
Promedio Simple o Media Aritmética de las tasas de interés. (Idem punto 1.4.1.2. Caso particu-

lar)

Ejemplo:
Suponiendo que se invierte un capital de $100.000.- a las siguientes tasas de interés y por
los bimestres indicados, en régimen de interés simple:
a) tasa del 6% bimestral durante 4 bimestres,
b) tasa del 4,50% bimestral durante los 6 bimestres siguientes y
c) tasa del 5,25% bimestral durante los Ultimos 8 bimestres,
Determinar tasa media bimestral de la operacién.

Se puede resolver de 2 formas:
1° Planteando la igualdad de los montos:
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C(1+ipn)=C(1+Zk: ijnj]

100.000(1 +1i,.18) =100.000(1 + 0,06x4 + 0,045x6 + 0,0525x8)  simplificando

i =[(L+0,24+0,27+0,42) 1]~ = 2%
' 18 18
li, =0,051667 bimestral| i i <o < nsa

2° Aplicando directamente la formula de tasa media:
Kk

in
- 5’ 0,06x4+0,045x6+0,0525x8 0,24+0,27+0,42 0,93
S 4+6+8 18 18
2N,

i1

|ip =0,051667 bimestral|. Se debe cumplir que: i i, <1, <ligina

1.4.2.3. Régimen Interés Compuesto

Hecho Real:

C — i1 —» m periodos
i, — n periodos

ik — nx periodos

k
M = CL+i)" (L +i,) .. (L +i )™ =CT [@+i))"
j=1

K
Mg = CH(]-"‘ ij )nj 1)
j=1

Supuesto de equivalencia:
Se coloca el capital a la tasa media durante el tiempo total

Kk
C—i,>n+n,+..+4n=>n=n
j=1

Mg =CL+i,)"| @

Igualando ambos Montos

2)=(@)
k
C@+i,)" =C][@+i)"
j=1

despejando

k

i = o[ @+i)" —1=g@+i)™ Qi)™ . A+i)™ -1

j=L

Observaciones:
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La Tasa Media es independiente del Capital invertido.

Ejemplo:

Suponiendo que se invierte un capital de $100.000.- a las siguientes tasas de interés y por

los bimestres indicados, en régimen de interés compuesto:
a) tasa del 6% bimestral durante 4 bimestres,
b) tasa del 4,50% bimestral durante los 6 bimestres siguientes y
c) tasa del 5,25% bimestral durante los Gltimos 8 bimestres,
Determinar tasa media bimestral de la operacion.
Se resuelve planteando la igualdad de los montos:

C(+i,)" =cf[(1+ij)“l

100.000(1+1i,)* =100.000x1,06" x1,045°x1,0525°  resolviendo

(L+i,)" =1,06* x1,045° x1,0525°

i, =¥/1,06°x1,045° x1,0525° —1

i, = 1§2,475700 -1

| i, =0,051652 bimestral

1.5. Andlisis Funcional de Monto Simple y Monto Compuesto

1.5.1. Monto Simple

1.5.1.1. Para is variable y n constante

) (i
M = C(1+ is n) C=9%1- d
f(is) =1+isn
Valores Extremos

is f(is) =1+is.n flis) ¥ 1 +is

0 1 1

—0 —00
0 Is

Derivadas

f'i,=0+ln=n= sin=0 = funcion constante
sin>0 = funcidn creciente
f”.,=0 = funcion lineal (ver gréfico paran>0)

Aclaracion: Paran=1 (Ms = 1 + is) la recta es la de 45° partiendo del punto (0,1)
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1.5.1.2. Paran variable e is constante

Mc=C(1+isn) C=$1.-

foy=(1 +isn) fin)
Valores Extremos

n fmm=1+1isn

® ° f(n)=1 + is n

0 1 1

1 1+

—00 —>00 Ol n

Derivadas:

f'(n)=0+is.1=is>0 = funciodn creciente

f7»=0 = funcion lineal

1.5.2. Monto Compuesto
1.5.2.1. Para i variable y n constante.

M=C(1+i)" siC=31.-
fo=(1+1)"
Valores Extremos (para n>1 gue es el caso mas general)

i foy= (1 +10)"
0 1
—>00 —>0

Siendo  foy =0%0 => fiw=a.00""g'w
Derivadas:
f',=n@+i)"".1>0 =sin=0 f ;=0 = funcién constante

sin>0 f°;,>0 = funcion creciente

7 =n(n-1)1+i)"?.1, asaber
Sin=0=>f"=0=>funcion lineal
Si n=1=>f"=0=>funcion lineal
Si n>1=>f";>0=>coOncava hacia arriba
Si 0<n<1=>f";<0=>cbncava hacia abajo.
Se presentan los 4 graficos:

foy fi (1) Paran=1
Para n=0
ME1+]
1 M= (1+i)°=1 1
0 i 0 i
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fi fi
1 M= (1+i)" 1
9] i N i

(1) Recta que corresponde al angulo de 45° (tangente = 1) partiendo del punto (0;1)

1.5.2.2. Para n variable e i constante

. fin)
Mc=C(L+i)" C=$1.-
foy = (1 +1)" fol= (1 +i)
Valores Extremos
- 1
n f(n) = (1 + I)n
0 1 0 n
1 1+i
—o0 | —oo porque (1+i) >1
Siendo fn=a* => fw=a*In(a)
Derivadas: 5
=@ +1)". In(1+i) =5.(1+i)" > 0 => funcion creciente.
fm = 8. (1+)" In(1+i) = 8% (1+i)" > 0 => funcion concava hacia arriba
1.5.3. Resumen de Montos en Régimen de Interés Compuesto
1.5.3.1. Cuadro
Capitalizacion Tasa utilizada Monto
Periodica (m=1) Con tasa efectiva i M =C(L+i)" (1)
Con tasa subperiédica i nm
Subperiddica Proporcional j/m M=C [1+ —j @)
(1<m<oo) m
TAA _ H nm
Con.tasa sub.perlodlca M =C(Q+i,) 3)
Equivalente im)
Continua Con tasa proporcional j M =Cel @
m . _ n
(M—>20) Con tasa equivalente o M =Ce’ (5)

En este cuadro las tasas i y j son numéricamente iguales.
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1.5.3.2. Gréficos de los Montos para “nm” variable

1.5.3.2.1. Gréfico de los montos trabajando con tasas proporcionales

Monto &
M i = C 27 M=C(1+f/m)™™

M= C[1+i)"

nm
Resumiendo (1) <(2) < (4)

Al trabajar con tasas proporcionales, manteniendo constante la tasa periédica nominal j, a
medida que aumenta la frecuencia de capitalizacion los montos crecen, hasta obtener el monto
Maéaximo que corresponde a la capitalizacion continua.

1.5.3.2.2. Gréfico de los montos trabajando con tasas equivalentes

M=C(141)
Monto

M=Ce¥

= M= C(l’i;::,):!

v

0 1 2 3 4 nm

Resumiendo (1) =(3) = (5)
lri=(1+iy) = lip=A+i-1 y 1+i=e’ = [5=In{L+i)

Al trabajar con tasas equivalentes los montos son todos iguales. Sin embargo, al capitali-
zar periodicamente s6lo se representan los puntos que corresponden a los valores enteros sobre
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eje horizontal (n). Cuando capitalizamos 2 veces en cada periodo (m=2) se representan el doble
de puntos que en el caso anterior. Asi sucesivamente se van agregando puntos sobre la curva de
monto a medida que aumenta m. El trazo continuo se obtiene cuando se capitaliza continuamen-
te con la tasa periodica nominal instantanea 9.

1.6. Comparacién Analitico Algebraica de Monto Simple y Monto Compuesto

Para simplificar la comparacion se considera que el capital es de $1.- y que la tasa de in-
terés permanece constante (se simboliza i para ambos regimenes).

Ms=1+in
M = (1+i)"

16.1. Paran=0
M, =1
M. =1
16.2. Paran=1
M, =1+i
M, =1+i
1.6.3. Paran>1
Desarrollamos el monto compuesto por el Binomio de Newton

(L+)" =(:j1”i° +Cj1“‘lil+(2)1”‘2i2 +...+(:j1°i”

n(n-1)! i n(n—l)(n—2)!i2 i
1(n-1)! 2(n-2)!

n(n-1)
21

@+i)" =1+

(1+i)" =1+ni+ 24+

La sumatoria del segundo miembro tiene (n+1) términos y todos son positivos. Entonces
M, =M, +> positiva — M, >M,

Conclusion:
Para n>1 el monto Compuesto es siempre mayor al monto Simple.

1.6.4. Para 0<n<1

En este caso, el desarrollo tiene infinitos términos (es una serie, no una sumatoria) porgque
“n” es una fraccion:

T A
0 1 2 3

n(n—21)! i n(n-1)(n-2)! 2, n(n-1)(n-2)(n-3)! i,
1(n-1)! 2(n—2)! 3l(n-3)!

@+n" =1+
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n(n-1) 2, n(in-1)(n-2) o
2! 3! ;

@+D)"=1+ni+

M, = M, + Serie
Cuando se analiza esta serie, como0<n<1, n-1<0 y n-2<0 entonces:
n@-n)., n@-n)2-n).,
2! 3! ;
M. = M, +Serie de signos alternados

@+0)"=1+ni-

Se demostrara que esta serie de signos alternados tiene término general decreciente:

{ = n(12—| n) 2 t, = nl- n32'(2—n) i3
Luego
(2-n) ‘
L= i
e
Siendo 0< (2_;n) <l e O0O<ix<1 entonces
t, <[t
De la misma forma se puede demostrar que
t, <[t,]
t, <[t,]

Siendo la serie de signos alternados y término general decreciente la misma converge a
un numero lleva el signo de su primer término, es decir, es negativa

M, = M, +Serie negativa —

Conclusion:
Para 0 <n< 1 el monto Compuesto es siempre menor al monto Simple.

Cuadro resumen y Gréafico Conjunto de ambos Montos Simple y Compuesto
1.65. «; Lo
Siendo is = i

= =\N
n M, =1+in MC=(1+|)
0 1 = 1
1 1+ = 1+i
0<n<l1 M; > M.
n>1 Ms < M
Ecuacion de una recta Ecuacion exponencial
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Monto
&
Lo Monto Compuesto=(1+ "
MontoSimple=1+in

1+i
1

) 1 n tiempo -
v

En el grafico precedente para n=0 y n=1 My el M son iguales. Para n> 1 el Mc es
siempre mayor al Ms y la diferencia entre ambos montos es mayor a medida que “n” crece. Para
n—oo entonces (M - Ms) — oo.

Para 0<n<1 el monto Ms es mayor M.y esa diferencia tiene limite que se presenta alrede-
dor de n= % (el valor exacto es apenas mayor a un %2).

1.7. Tiempo fraccionario.

Se supone que un inversor coloca su dinero por 8 meses y 20 dias a una cierta tasa men-
sual. El tiempo total de colocacidn se divide en dos partes: la parte entera de [n] y la parte frac-
cionaria f:

n =8 meses y 20 dias

n=I[n]+f donde 0 <f<1

En nuestro ejemplo [n] = 8 meses 0<f= @mes <1

Para calcular los intereses en tiempo fraccionario existen dos convenciones:

1.7.1. Monto en Convencién Lineal
En este caso se coloca el capital en régimen de interés compuesto por la parte entera del
tiempo y en régimen de interés simple por la parte fraccionaria:

M., =c@+@+if)]

1.7.2. Monto en Convencién Exponencial
En este caso se coloca el capital en régimen de interés compuesto tanto para el tiempo en-
tero como para la parte fraccionaria:

Mce =C@+)"@+i)|

1.7.3. Comparacion del monto en convencién lineal y exponencial

Recordando el grafico anterior
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Monto
&
Lo Monto Compuesto=(1+ "
MontoSimple=1+in

1+i
1

) 1 n tiempo -
v

En el grafico precedente para n=0 y n=1Msy el M son iguales. Para n> 1 el M. es
siempre mayor al Ms y la diferencia entre ambos montos es mayor a medida que “n” crece. Para
n—oo entonces (Mc - Ms) — .

Para 0<n<1 el monto Ms es mayor M.y esa diferencia tiene limite que se presenta alrede-
dor de n= % (el valor exacto es apenas mayor a un %).

Para comparar ambas convenciones, al factor C (1+i)" no se lo tendra en cuenta porque
es comun a ambas convenciones.

Recordando el punto 1.6.4.de este capitulo donde se desarroll6 (1+i)" para O<n<1 vy lla-
mando ahora con f al exponente fraccionario:

@iy =1+ fi—18= P FA=NC=1);
2! 3!
(1+i)" =1+ fi+ serie de signos alternados

Este desarrollo es el de una serie de signos alternados que tiene término general decre-
ciente y por lo tanto es negativa
Ce= C.+ Serie Negativa —>

Considerando el factor C(1+i)":

MC.L. > MC.E.
ca+Ma+if)y>ca+ima+i)’

Ejemplo:

Un capital de 40.000.- se coloca durantel afio y 2 meses y 20 dias al 12% anual con capi-
talizaciones bimestrales. Determinar el monto obtenido

a) Aplicando convencion lineal

b) Aplicando convencion exponencial

c) Verificar la relacion entre ambos montos
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M., =C(@+i)" @+if ) =40.000x, 027x(1+ o,ozxgj
a) . 60

M., =$46.253,74|

20

by Mce =Cll+ DM @+i)" =40.000x1,027 x1,02%
M. . =$46.251,72|

) [Mc, —Mc. =$46.253,74—$46.251,72 = $2,02)

1.7.4. Méxima diferencia exacta entre los montos de ambas convenciones.

El objetivo es ahora determinar el valor exacto de f (fraccionario) en el cuél se produce la
méxima diferencia entre el monto en convencion lineal y el monto en convencion exponencial.
Para ello se analiza, sin considerar la parte entera del tiempo, la funcion diferencia entre ambos
montos:

O, = Q+if) = (L+i)" =L1+if —(L+i)"

g’y =i—(1+i) Int+i)

Q' =i-@+i)' S

Igualando a 0 y despejando f, critico

i—(1+i)"5=0 = izt = glz(1+i)f°
f,In0+i)=i-Ins = n;@

En este valor exacto de f (valor apenas mayor a %2 ) se encuentra la maxima diferencia
entre los dos montos. Se demostrard que, efectivamente, esta funcion para el “f” encontrado,
tiene derivada segunda negativa.

Siendo
g, =i—SL+i)
9" =—6@+i)" In(l+i)=—5*(1+i)" <0 en particular para0< f, <1 = existe un maximo

y al reemplazarlo en la diferencia de los montos se encuentra la diferencia maxima.

En el ejemplo:
_Ini-Ins| _ . _In0,02-In0,0198026
) 0,0198026

f =0,500825

Al reemplazar numéricamente y realizar el calculo se verifica que siempre “fo” es apenas
mayor a ¥2. Reemplazando este valor “fy” en la diferencia de los montos de ambas convenciones
se encuentra dicho maximo:

Mg, —Mce =40.000x1,02" [ (1-0,02x0,500825) ~1,02°%* |
Mc, — M. =$2,2747
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convencion Lineal y monto en convencion Exponencial del ejemplo dado:

"n" MCL MCE Diferencia
0 45947 .43 45947 .43 0,00
0,500825 46407,66 46405,38 2,2747
1 46866,38 46866,38 0,00
2 47785,32 47803,70 -18,38
3 48704,27 48759,78 -55,50
4 49623,22 49734,97 111,75
5 50542,17 50729,67 -187,50
6 51461,12 5174427 -283,15
7 52380,07 52779,15 -399,08
Diferencia exacta entre
Monto Lineal y Monto Exponencial
20.00 ‘
g 000 - 0.00—227  0.00
> 2000 ¢ s 18.38 3
=
£ -40.00
[
& -60.00 =22.30
g -80.00
3
& -100.00
-111.75
-120.00 v
Para n=0,500825 Tiempo
Mcl-Mce=S$2,27

1.8. Aplicacion

Ya desde el afio 1995, en que ingresé como titular de Matematica Financiera a la Univer-
sidad del Centro Educativo Latinoamericano (U.C.E.L.) inclui en la practica un ejemplo sobre
calculo de intereses en descubierto en una cuenta corriente bancaria a través de numerales, que
aqui presento.

Ejemplo:
Se recibe el siguiente resumen de operaciones correspondiente al mes de octubre de una
cuenta corriente bancaria. Determinar el importe de la nota de débito que el banco debe emitir
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en concepto de intereses por el mes referido, sabiendo que la tasa de interés anual vigente es del
44%. Emplear el procedimiento de numerales.

Fecha Débito Crédito Saldo
29-sep -174.000
0l-oct| 206.000 -380.000
07-oct 450.000 70.000
10-oct| 120.000 -50.000
10-oct 320.000 270.000
17-oct| 430.000 -160.000
25-oct 210.000 50.000
28-oct| 185.000 -135.000

0l-nov| -75.000 -210.000

Para calcular los numerales se toman los saldos al final de cada dia.
Recordando que el interés en régimen de interés simple es:
I =Ci.n
Y teniendo en cuenta que cada saldo diario es el capital (C;) y el nimero de dias que cada
saldo negativo estuvo vigente es el tiempo (n;) se calcula el total de numerales como

k
Total de numerales :Z C;n,
=L

Y multiplicando el total de numerales por la tasa de interés se obtienen los intereses a co-
brar en la nota de débito:

k
Ints Nota de Débito =i, Y Cn;

j=t

Fecha Saldo Cj Dias (nj) | Numeral Cj.nj
29-sep -174.000
01-oct -380.000 6 -2.280.000
07-oct 70.000 0 0
10-oct 270.000 0 0
17-oct -160.000 8 -1.280.000
25-oct 50.000 0 0
28-oct -135.000 4 -540.000
03-nov -210.000 0
Numerales... -4.100.000

De donde los intereses cobrados en la nota de débito son:

k
Ints Nota de Débito =i, » Cn, =

j=1

|Ints Nota de Débito =4.942,47|
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1.9. EJERCITACION CAPITULO |

1.- {Qué interés simple produce un capital de $10.000.- en 90 dias al 9,50% anual en régimen de
interés simple? Los célculos deben efectuarse empleando tasa anual, mensual y diaria, consi-
derando afio calendario.

. 90
a) |, =Ci,n=10.000.x0,095x — =234, 25
) s S 365
. 0,095 90
b) I = = iV
) 1, =Ci,n=10.000.x 365 *30 234,25

30

9 1, =Ci.n =10.000.x 2.2
365

x90 =|234,25

2.- Se coloc6 un capital de $20.000.- a interés simple durante 120 dias. Dicho capital fue inver-
tido en régimen de interés simple al 0,80% mensual el primer mes y al 0,875% en el segundo
mes. El monto retirado fue de $20.515.-. ;Cual fue la tasa anual a la que se coloco el capital
los 60 dias restantes? Trabajar con afio comercial.

M=C+1,+1,+1,=C+Cin, +Ci,n, +Ci,n,

20.515= 20.000(1+ 0,008x1+0,00875x1+1i,x %j

i, =0,054 anual|

3.- Se recibe el siguiente resumen de operaciones correspondiente al mes de marzo de una cuen-
ta corriente bancaria. Determinar el importe de la nota de débito que el banco debe emitir en
concepto de intereses por el mes referido, sabiendo que la tasa de interés anual vigente es del
29,20%. Emplear el procedimiento de numerales.

FECHA DEBITO CREDITO SALDO

28-02 32.600.-
02-03 50.000.- (17.400.-)
07-03 25.000.- (42.400.-)
08-03 60.000.- 17.600.-
10-03 96.000.- (78.400.-)
14-03 23.000.- (101.400.-)
17-03 57.600.- (43.800.-)
21-03 68.000.- 24.200.-
24-03 70.000.- (45.800.-)
24-03 12.000 (33.800.-)
26-03 60.000.- (93.800.-)
02-04 120.000 26.200.-
Para calcular los numerales se toman los saldos al final de cada dia. Recordando que
I =Ci,n

Y teniendo en cuenta que cada saldo diario es el capital (Cj) y el nimero de dias que cada
saldo negativo estuvo vigente es el tiempo (nj) se calcula el total de numerales como
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k
Total de numerales :Z C;n,
i1

Fecha Saldo (Cj) Dias (nj) Numeral (Cj.nj)
28-feb 32.600 -
02-mar -17.400 5 -87.000
07-mar -42.400 1 -42.400
08-mar 17.600 - -
10-mar -78.400 4 -313.600
14-mar -101.400 3 -304.200
17-mar -43.800 4 -175.200
21-mar 24.200 - -
24-mar -33.800 2 -67.600
26-mar -93.800 6 -562.800
02-abr 26.200 -

Numerales. -1.552.800

De donde los intereses cobrados en la nota de débito son:

e 0,292
Ints Nota de Débito =i, » C;n, = %1.552.800

j=1

|Ints Nota de Débito =1.242,24|

4.- ;Cuanto tiempo debe transcurrir para que un capital se transforme en 3 veces el inicial si ha
sido colocado al 20% anual en régimen de interés simple? Operar con afio comercial.

M =3C =C(1+in)
3C =C(1+0,20xn)

5.- Determinar el monto producido por un capital de $9.000.- que fue colocado al 8,40% anual
durante 1 afio y 9 meses en los siguientes supuestos:
a) En régimen de interés simple.
b) En régimen de interés compuesto con capitalizacion anual
c) En régimen de interés compuesto con capitalizacion trimestral a la respectiva tasa propor-
cional.
d) En régimen de interés compuesto con capitalizacion mensual a la respectiva tasa propor-
cional.
e) En régimen de interés compuesto con capitalizacion continua.

a) M, =C(1+in)= 9.000(1+ 0, 084x12—21] =
21
b) M =C(1+i)" =9.000(1+0,084)z =10.364,39

21
- \nm —x4
j :9.000[1+¥]12 = [10.409,33

g M :c(1+i
m
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-\ nm §x12
d) M:C£1+ij :9.000(1+%)12 —[10.419,85
m
21

e) M=Ce"=0000e 2 =[1042518

6.- Un capital de $15.000.- se coloca al 0,60% mensual con capitalizacién mensual durante 2
afios. Determinar:
a) El monto obtenido.
b) De qué importe seria el monto si al cumplirse un afio se depositan $ 10.000.- mas.
c) ¢Cual seria el monto si en el inciso b), ademas de depositar $ 10.000.- la tasa se incremen-
tara al 0,70% mensual?

a) M =C(L+i)" =15.000x1,006% =[17.315,81
b) M =(15.000xL.006" +10.000)1,006" =[28.060, 05
c) M =(15.000x1.006" +10.000)1,007* = [28.396, 60

7.- Un capital es colocado durante 2 afios y 4 meses a la tasa del 1,80% bimestral capitalizando
bimestralmente. Al afio se efectta un retiro de $6.000.- y a los 2 meses se modifica la tasa
incrementandose en medio punto. Se recibié un monto de $9.103,24.

a) Determinar el capital inicial
b) ¢Cuénto se habria recibido después de los 2 afios y 4 meses si no se retiraba dicha suma?
c) ¢(Qué suma de intereses no percibid el inversor por haber efectuado el retiro?

9.103,24 = (Cx1,018° —6.000) x1, 018" x1,023’
M =12.243,17x1,018" x1,023’
|M =16.265,14]
¢) =M —C =6.000x1,018"x1,023" —6.000 =[1.161,90
Otra forma: | =16.265,14—9.103,24 —6.000 =[1.161,90

a)

8.- Un capital de $7.500.- es colocado durante 1 afio a la tasa del 30% anual con capitalizacion
mensual y produce un monto igual a los intereses que produciria si se lo colocara a otra tasa
durante 2 afios. Averiguar esta tasa de interés nominal anual con capitalizacion bimestral.
Verificar.

M, =1,
1x12 - 2Xx6
7.500(1+ %) = 7.500[(1+ %) 1]

Jis) =0,441615 anual capitalizando bimestralmente

Verificacion: M, =1, =10.086,67
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9.- Un capital de $10.000.- se coloco al 1,50% mensual con capitalizacién mensual. Después de
2 afios se obtiene un capital final de $11.651,70 aclardndose que se retird cierta suma 10 me-
ses antes de su vencimiento. ;Cudl fue la suma retirada?

11.651,70 = (10.000x1, 015% — R) x1,015

10.- Una persona debe pagar $10.000.- a 6 meses y $15.000.- a 9 meses. Hoy se pagan $5.000.-
y el resto desea cancelarlo a 1 afio. ;Cuanto tendrd que pagar al momento de cancelacién
trabajando con una tasa del 0,80% mensual?

Primera solucion: valuando la operacion al momento 12:
10.000x1,008° +15.000x1,008° = 5.000x1,008" + R

R =20.350,90

Segunda solucioén: valuando la operacion al momento 0:
10.000x1,008° +15.000x1,008° =5.000 + Rx1,008** si multiplico ambos miembros por 1,008"

nos queda la ecuacion anterior y |R = 20.350, 90

Aclaracion: el mismo resultado se obtendria valuando la operacion en otro momento, siem-
pre que se realicen correctamente las operaciones financieras de contemporizacion.

11.- Determinar el depdsito inicial que una persona realiza en una institucién bancaria con la
condicién que dentro de 6, 12 y 18 meses a partir del momento de su colocacion pueda efec-
tuar 3 retiros iguales de $ 15.000.- cada uno, quedando en cero el saldo de la cuenta y sa-
biendo que la institucion aplica el 9,60% anual capitalizando bimestralmente.

0= [(CXl, 016° -15.000) x1, 016° —15.000] x1,016° —15.000

C =40.942,89

12.- Una institucidn enuncia que paga el 4% cada 30 dias. Calcular (afio calendario):

a) La tasa para 14 dias equivalente.

b) Las tasas hominales convertibles y efectivas anuales para ambos supuestos.
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es proporcional| a la tasa periodica nominal| j,,

i, tasa subperiodica iy :% Y | my =imXm
equivalente
es equivalente| a la tasa periddica efectival i
i=(LHig ) =1 iy =YA+i1
m N 365 i =i R
(1+i,))" =104 Jim = imXM i=(1+iy) -1
365 0,04 i aee, =0, 486667 i =0,611532
30 %)
365 | 14 J/ 365, =0,481579 1 =0,611532
T |(365) =1,04% -1=0,0184715 | %)
7

13.- Para efectuar un depdsito a 30 dias se puede optar entre los siguientes ofrecimientos:
a) Institucion A: 8% anual efectivo.
b) Institucidn B: 6,90% anual nominal capitalizando cada 30 dias.
c) Institucion C: 7,20% anual con capitalizacién cada 45 dias.
Determinar las tasas reales a 30 dias de acuerdo con las normas del B.C.R.A. e indicar el or-

den de preferencia.
365

a) i(m) = mV1+i -1= E\/L 08-1= 0,0063456 para 30 dias
b) i, = Jon = % =|0,005671| para 30 dias

m [
30

365, 30
45 365

k
(. dw )™ . |, 0,072 B ,
) I —[1+Tj -1= 1+@ —1=10,005909| para 30 dias
45
Orden de preferencia: a), ¢) y b)

14.- Una persona desea solicitar un préstamo y le ofrecen las siguientes alternativas:
a) el 7,10% anual cada 30 dias.
b) el 8,90% anual cada 51 dias.
c) el 8,70% anual cada 45 dias.
Determinar la alternativa mas conveniente de acuerdo con las normas del BCRA.
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35
30

a) i= 1+ﬂ 1= 1+&71 —1:|0,073360 anual efectiva|
m 365
30

365
51

b) i:£1+ﬂj ~1= 1+% ~1=|0,092481 anual efectiva

51

365
45

o i= 1+ﬂ 1= 1+w —1:|0,090391anua|efectiva|
m 365

45
Orden de preferencia: a), ¢) y b)

15.- Se coloca un capital durante 2 afios al 26% anual de interés con capitalizacion continua y al
mismo tiempo se coloca otro capital igual a la misma tasa y por el mismo periodo a interés
compuesto capitalizando anualmente. Se sabe que el interés de una de las colocaciones su-
pera al obtenido en la otra en la suma de $1.048,14. Averiguar el importe de dicho capital.

M continuo M compuesto 1.048,14
C(e"™? -1,267) =1.048,14
|C =11.099,95|

16.- Dada la tasa nominal anual del 50% determinar la tasa efectiva anual considerando capitali-
zacion:
a) anual,
b) semestral,
C) cuatrimestral,
d) bimestral,
e) mensual y
f) continua.
Operar con afio comercial

Siendo j = 0,50 anual nominal constante se opera en un enfoque de Proporcionalidad. Par-
tiendo de los montos con capitalizacion periddica y subperiddica (considerando C=$1.- y
n=1 periodo)

1+i:(1+ij y despejando i:(1+ij -1
m m
a) .
=142 ~1={0,50 anual efectiva|
1
2
o) i=[1+220 ~1=10,5625 anual efectiva|
2
3
o i= 1+% ~1=10,587963 anual efectiva|
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6
d) i=(1+%) ~1=10,616489 anual efectiva

. 0,50\" .
e i=|1+=> ~1=10,632094 anual efectiva|

Partiendo del monto con capitalizacion periddica y continua (considerando C=$1.- y n=1)
f)

1+i=e' ydespejando =6l -1=¢"*-1=(0,648721 anual efectiva maxima|

En el Enfoque de Proporcionalidad, j constante, a medida que aumenta la frecuencia de ca-
pitalizacion las tasas periddicas efectivas crecen.

17.- Dada la tasa efectiva anual del 30% determinar la tasa anual nominal convertible con capi-

18.

talizacion:

a) anual,

b) semestral,

c) trimestral,

d) bimestral,

e) mensual y

f) continua.

Operar con afio comercial.

Siendo i = 0,30 anual efectiva constante se opera en un enfoque de Equivalencia. Igualando
los montos con capitalizacion periddica y subperiddica (considerando C=$1.- y n=1 periodo)

1+i :(1+ mj y despejando ., =(\m/1+i —1)m
m

a) gy = («1/1,30 1) = 0,30 anual nominal y efectiva|

b) 1(2): 1,30 -1)2 |O,280351anua| nominal capitalizando semestralmente|

c) 1(4)=(41,30 1)4 |0,271160 anual nominal capitalizando trimestralmente|

d) Je =(%L30-1)6=|0,268185 anual nominal capitalizando bimestralmente|

e) = (121,30 )12:|0,265254 anual nominal capitalizando mensualmente|

Igualando los montos con capitalizacion periddica y continua (considerando C=$1.- y n=1
periodo)

f) 1+i=e’ entonces 5=In(1+i)=In(1,30)=|0,262364 anual nominal cap/ continuamente

En el enfoque de Equivalencia, i constante, a medida que aumenta la frecuencia de capitali-
zacion las tasas nominales convertibles decrecen.

- La tasa periddica anual del 21,80% tiene una tasa subperiddica equivalente del 1,90905% a
una determinada frecuencia de capitalizacion. Determinar cada cuénto tiempo capitaliza di-
cha tasa subperiddica operando con afio calendario.

Al decir que la tasa subperiddica es equivalente debemos plantear la igualdad de los montos:
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1+i= (1+ i(m) )m
1,218 =1,0190905" despejando
__109(218) 46 458572
log(1,0190905)
m :@=10,428572 Xx=—0 35 dias
X 10,428572

19.- Determinar las tasas efectivas anuales de costo de los ejercicios:
a) 1.-
b) 2.- (respuesta)
c)7.-a)

N . N 90
a) (1+i) =1+in (1+i)36s :1+0’095Xﬁ

90
i= %’H 0, 095X% -1= |O, 098455 anual efectiva|

2
b) (1+i)" =1+in (1+i)e :1+0,054x%

1+0, 054x% ~1=|0,0552297 anual efectiva

o | =

0) (L+i)" =(L+ip)"

i =(1+iy,) —1=1,018" -1=[0,112978 anual efectival

20.- Un inversor debe efectuar una operacién a 50 dias de plazo y puede optar entre:
a) Banco A: ofrece el 3,50% cada 45 dias.
b) Banco B: ofrece la tasa de interés del 26,50% anual cada 50 dias.
c) Banco C: ofrece el 30% anual efectivo.
d) Banco D: ofrece el 31% anual con capitalizacién continua.
Determinar las tasas reales a 50 dias de cada ofrecimiento operando con afio calendario e in-
dicar el orden de preferencia.

365 50

a) (Ltig) =(1+i ) i(m) =(1,035) 4 "z —1=|0,038964 para 50 dias

50

. jm 0,265 ,
b) iy == =g =0.036301 para 50 dias|
50

365

= %/1,30 ~1=0,036594 para 50 dias

o l+i=(l+iy,)"

=)

e 365
d) (1+i(365j]50 =e’ i(%s) = R/e* ~1=/0,043380 para 50 dias|

50 50

365

Orden de preferencia: d), a), ¢) y b)
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21.- Dada la tasa de interés nominal anual del 60% que capitaliza cada 55 dias hallar trabajan-
do con afio calendario:
a) La tasa instantanea anual de interés.
b) La tasa efectiva anual de interés.
c) La tasa de interés para 55 dias.

d) La tasa nominal anual de interés que capitaliza cada 70 dias.
365

J 365 = »
a)e’ = 1+ﬁ S=In 1+w =10,574408 anual nominal
365 %5 | L
55 55
J 365 = =
b) (1+i)=|1+ 5] i=|14 290 ~1=10,776079 anual efectiva
365 365 ’
55 55
j 365
Q) ... = 5] =10,090411 para 55 dias|
S
55
o [ ) s
5 5
£ B s B 0,60 3 @ _
d) [1+ %5 | - 1+—@ j(%] = 1+—@ 1x—g =10,607241 anual nom c¢/70 ds|
70 55 55

22.- Se coloca un capital de $ 19.000.- durante 3 trimestres y con clausula de ajuste por infla-
cion obteniendo un monto de $21.000.-. Calcular:

a) La tasa real mensual de la operacion sabiendo que las tasas de inflacion trimestrales fue-
ron: 4%, 3% vy 2,40%.

b) De no haberse pactado clausula de ajuste, ;con qué tasa de interés nominal anual con capi-
talizacion trimestral se obtendria el mismo rendimiento? Aplicar afio comercial.

a) M, = c:xf[(1+ p; X (L+i,)"
j=1

21.000 =19.000x1, 04x1, 03x1, 024X (1+i, )’
i, =0,000843 mensual|

b) M,,; =Cx (1+ %j

S
Jimyap |2 )
21.000=19.000 1+T

Jimyap = 0,135697 anual nominal capitalizando trimestralmente
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23.- Se conocen los siguientes indices de precios:
12/X1 100
09/X2 109,3685273
a) ¢Cual fue la desvalorizacion monetaria que sufrié la moneda en dicho lapso?
b) ¢Qué tasa de inflacién equivalente resulta?
c) ¢Qué tasa real por 9 meses obtuvo una inversion que se realizé el 1° de enero del afio X2 a
la tasa nominal aparente del 12% anual con capitalizacion mensual operando con afio comer-
cial?
d) ¢Qué tasa aparente mensual con capitalizacién mensual debi6 enunciarse para obtener un
rendimiento real del 0,80% mensual?

a) I, =1,(1-2) 2=109:3685273-100 |0,08566 en 9 meses|
109,3685273
b) 1, =1,(1+p) p= 1023085273100 _ 157693685273 en 9 meses|

100
S (1+%] (L4 p) (4,

(14_ O’lzj %XlZ

JERE D/

1,093685273

d) (1+i,) =(1+p) (1+i,)
i, = 3/1,093685273'x1,008° —1=[0,018080 mensual|

24.- Se conocen los siguientes indices de precios:
Isetiembre *X1 = 75,854 Iabril X2 = 84,655
Se realiza una colocacion en octubre de 20X1 por 7 meses a una tasa del 30% nominal anual
con capitalizacion mensual, aplicada sobre capital histérico. Hallar:
a) Latasa de inflacion del periodo.
b) La tasa real mensual de la colocacién.
c) La tasa aparente efectiva anual que hace nula la tasa real.
84,655 75,854
AL =l(l+p) " 75854

=10,116025 en 7 meses|

b) (1+%j =(1+p)" (1+i,)" (1+%] =1,116025(1+i,)’

li, =0,009051 mensual efectiva|

0) (1+i,) =(1+p)" (1+i) (1+i,, )172 =1,116025x1

I,, =0,207054 anual efectiva
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25.- Si la tasa aparente enunciada por una institucion fue del 8,30% anual con capitalizaciones
mensuales y la tasa de inflacion fue del 0,75% promedio mensual, ¢qué tasa real mensual re-
sult6 en la operacion? ¢Qué tasa anual con capitalizaciones mensuales deberia haber enun-
ciado la institucién para que la tasa real resultara del 5% anual con capitalizacién mensual?

- nm 1
a) (1+%J =(1+p)" (1+i,) [1+%) =(1,0075) (1+i, )

i =|~—~———-2% |-1=|-0,000579 mensual|

. nm . nm . 1 1
Jmyap n Jimyr Jimyap 1( 0,0SJ
b) | 1+——| =(1+ 1+— 1+——=| =(1,0075) | 1+—
o] a1 [ ot 153

1
Jimyap = ((1 0075)1 (1+ %) —1} x12 = |O,140375 anual capitalizando mensualmente|

26.- Se conocen las siguientes tasas mensuales de inflaciéon: ¢1=0,03; ¢2=0,05; ¢3=0,025. Du-
rante ese periodo se efectud un depoésito a una tasa nominal anual del 36% con capitalizacién
trimestral.

a) ¢Cual fue la tasa real mensual?

b) ¢Qué tasa aparente anual con capitalizacion trimestral deberia enunciarse para obtener un
rendimiento cero?

c) Si la tasa aparente anual capitalizando trimestralmente fuera del 22%, ¢Cudl seria la tasa

real trimestral?

a) (1+%] =(1+p)" (1+0,)" (1+p5)" (1+i,)"

1
[1+ 0’736) =1,03x1, 05x1,025x (1 +i, )’

li, =—0,005606 real mensual|

. 1
Jma n n, Ny n
b) (1+%J =(1+p)" (1+p,)" (1+ p,)" (1+0)

. 1
£1+ J‘T”’J =1,03x1,05x1, 025

Jimyap = 0,43415 anual con cap. timestral
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c) (1+%] =(1+p)" (14 0,)" (1+p5)" (1+i,)"

(1 %) =1,03x1,05x1, 025 (1+i, )’

i, =—0,048296 real trimestral|

27.- Un capital se divide en las siguientes parcelas:
C1=$10.000.- al 2% mensual
C2=$15.000.- al 2,50% mensual
C3=$18.000.- al 1,90% mensual
La colocacion es por 4 meses capitalizando mensualmente en todos los casos.
a) Determinar la tasa promedio mensual.
b) Suponiendo que la informacion precedente se mantiene excepto la tasa de la tercera parce-
la, calcularla teniendo en cuenta una tasa media del 2,20% mensual.
c) ¢Cual seria la tasa media si se aplicara régimen de interés simple?

a) Mg=M,
C(1+i,) Zc (1+i;)’

43.000(L+i, )" =10.000x1,02 +15.000xL, 025* +18.000x1, 019*

i, =0,021336 mensual o<l <l

minima p maxima

b) MSE =M HR
(1+| ) ZC (1+| )
43.000x1,022* =10.000x1, 02* +15.000x1, 025* +18.000X(1+ Iy )4

I, =0,020594 mensual
C) Mg =My

C(L+i,n)= ZC (1+i;n)

43.000x (1+ |pn) =10.000x (1+0,02x4) +15.000x (1+0,025x4) +18.000x (1+0,019x4)

ip =0,021326 mensual i | <i

Verificacion:
* * *
ip _ 10.000*0,02 +15.032 0(()),(())25 +18.000*0,019 — 0021326 mensual
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28.- Un depdsito de $25.000.- ha ganado intereses a razon del 4% mensual durante 6 meses, del
4,75% mensual en los 8 meses siguientes y del 4,50% mensual en los ultimos 4 meses. De-
terminar:

a) La tasa media mensual de la inversidn en régimen de interés compuesto.
b) El monto obtenido. Verificar el resultado.
c) idem a) y b) en régimen de interés simple.

a) Mg =M
C(1+i,) c]_[(1+| )

(1+i,)" =1,04°x1,0475° 1, 045°
i, =0,044439 mensual Fomima < 1o <lnsima
b) Mg =M,

(1+| ) CH(1+| )
25.000x1, 04443918 =25.000x1, 04° X1, 04758 X1, 045*
M, =M, =54.68113

c) Mg =M
C(1+in)= CH(1+ijnj)

25.000x(1+ |pn) = 25.000x(1+ 0,04x6 +0,0475x8 +0, O45x4)
ip =0,04444444 mensual i<l <i

minima p maxima

Mge = M, = 25.000x(L+ 0,044444x18) = 25.000x (1+0,04x6 +0,0475x8 + 0, 045x4 ) = 45.000

29.- El 1° de setiembre se efectta una inversion de $900.000.- en una empresa de venta de hela-
dos, las cuales se ven afectadas por el caracter estacional de las mismas. Al respecto, se es-
timé el siguiente rendimiento mensual (bajo un supuesto de interés compuesto):

- desde setiembre hasta diciembre: 4% mensual.

- enero y febrero: 8% mensual.

- desde marzo hasta mayo: 2,5% mensual.

- junio: cerrado.

- julio y agosto: 1% mensual.

a) ¢Cual es el rendimiento mensual promedio de la inversién para el primer afio de la empre-
sa? ;A qué tasa efectiva anual corresponde?

b) ¢Qué capital tendra el empresario al afio de la apertura?
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. \12
900.000x(1+i,) " =900.000x1,04* x1,08° x1, 025" x" x1,01*

lip =0,0343073 mensual efectiva ninima < 1o < Imbima

(1+i,)=1,0343073% i, =0,498978 anual efectiva

b) M. =M, =900.000x1,034307% = 900.000x1, 04* x1, 087 x, 025° x1* x1, 01>
M. = M, =1.349.080, 05| = 900.000x1, 498978

30.- Un capital de $75.000,- es colocado al 48% anual con capitalizaciones trimestrales durante
8 meses y 9 dias, utilizando tasa subperiddica proporcional. Determinar el capital final for-
mado resolviendo el tiempo fraccionario:

a) Con convencidn lineal.
b) Con convencion exponencial.
Verificar si la diferencia de los montos es menor que la diferencia exacta (maxima diferen-

cia) entre ambas convenciones.

a) Mg =Cx(1+i) x(1+if )= 75.000x1,0122x(1+ 0,012x%)

M, =102.735,36)

69

b) Mg =Cx(L1+i)"x(1+i)" =75.000xL,012%x1,012%
M. =102.619, 79|

c) Valor exacto de f donde se da la mayor diferencia (o)

m@i)-sn(o
f, = % =10,50472152| reemplazando en amhos montos:
Mg —Mce enfy=Cx(1+i)" x(L+if, )~ Mg = Cx(1+i)" x(1+i)"
Mg, —Mc, en f, =75.000x1,012?x(1+0,012x0,50472152) — 75.000x1, 012% x1,012°7#%* = 159,90
My, —Mge enf =102.735,36 -102.619,79 =115,57
115,57 <1159,90 verificado|

31.- Un capital se deposita durante 1 afio, 7 meses y 21 dias al 42% anual con capitalizaciones
mensuales. El capital final formado es de $46.000,-. Determinar el capital inicial en:

a) Convencion lineal.
b) Convencién exponencial.
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a) M =Cx(1+i)" x(1+if )= 46.000 = C,, XL, 03519)((“0'035)(%)

C., =23.354,98|

21

b) Mce =Cx(1+i)" x(1+i)" = 46.000 = Cx1,035" x1,035%
Cee =23.357,85|
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CAPITULO I
Operaciones Financieras de Actualizacion. Descuento.

2.1. Introduccion.
2.2. Simbologia.
2.3. Clasificacion.

2.4. Regimenes para el calculo del Descuento.
2.4.1. Descuento Comercial a Interés Simple D1
2.4.2. Descuento Racional a Interes Simple D> .
2.4.3. Descuento Racional a Interes Compuesto D3 .
2.4.4. Descuento Comercial a Interés Compuesto D4 .
2.4.4.1. Valor Efectico con Actualizacion Periodica.

2.4.4.2. Actualizacion Subperidodica y Continua. Enfoque de “Proporcionalidad”

(Tasa periodica Nominal de Descuento Constante).

2.4.4.3 Actualizacion Subperiddica y Continua. Enfoque de “Equivalencia” (Tasa

periddica Efectiva de Descuento Constante).
2.4.4.4. Comparacion de las Tasas Subperiddicas de Descuento. Ejemplo.
2.4.4.5. Comparacidn de las Tasas Instantaneas de Interés y de Descuento.

2.4.4.6. Sintesis de las relaciones entre las Tasas Periodicas de Interés y de Des-

cuento bajo el supuesto de Equivalencia.

2.4.4.7. Relaciones y Comparaciones entre las tasas Periodicas de Interés y de

Descuento.

2.4.4.8. Tasa Efectiva de costo (Interés) para los Descuentos que aplican Interés

Simple.
2.4.5. Andlisis Funcional de los Valores Efectivos para “n” variable.
2.4.6. Resumen de Valores Efectivos en Descuento Comercial Compuesto.
2.5. Refinanciacion de Deudas o Sustitucion de Documentos

2.6. Aplicacién (Vencimiento comdn y vencimiento medio)

2.7. Ejercitacion Capitulo 11.
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OPERACIONES FINANCIERAS DE ACTUALIZACION. DESCUENTO

2.1. Introduccién

La operacién de descuento o actualizacion es inversa a la de interés o capitalizacion (Ca-
pitulo I). Ahora se conoce el Valor Escrito, Valor Nominal o Valor Futuro de un documento a
vencer, la tasa y el tiempo de antelacion y se calcula el Valor Presente, Valor Actual o Valor
Efectivo del documento.

I
|

0
I

F W}

1
C (dato) capitalizar =7 V=7 actualizar N (dato)
2.2. Simbologia

N = Valor Nominal, Valor Escrito o Valor Futuro del documento

V = Valor presente, Valor Actual o Valor Efectivo

d = Tasa de Descuento también llamada tasa “Adelantada de interés”
D =Descuento D=N-V

2.3. Clasificacién

2.3.1. Sequn la Tasa que se utiliza para el cdlculo del descuento:

a- Descuentos Comerciales: trabajan con tasa de descuento (se aplican sobre el valor fu-
turo, Valor Nominal del documento).

b- Descuentos Racionales: trabajan con tasa de interés (se aplican sobre un valor presen-
te, Valor Efectivo del documento).

2.3.2. Sequn el Régimen de Interés utilizado:

a- Régimen a Interés Simple
b- Régimen a Interés Compuesto

2.3.3. Combinacién de las dos clasificaciones anteriores

De estas dos clasificaciones surgen cuatro regimenes para calcular el descuento:
D; = Descuento Comercial a interés Simple

D, = Descuento Racional a interés Simple

D3 = Descuento Racional a interés Compuesto

D4 = Descuento Comercial a interés Compuesto

2.4. Regimenes para el calculo del Descuento

2.4.1. Descuento Comercial a Interés Simple: D1

2.4.1.1. Definicion: la tasa de descuento (ds) es la reduccién o descuento que se practica sobre
un Nominal de $1.- por su anticipacion en un periodo de tiempo.

A la tasa de descuento también se la denomina “tasa adelantada de interés”.
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Si $1 --emommeeeeee 1 periodo ds
) || [ ——— 1 periodo N .ds
] —— n periodos
D, = Nd;n

Al Descuento Comercial a Interés Simple se lo Ilama también Descuento Comercial o
Bancario.

V,=N-D,=N-Nd,n

V
V, =N(1-d;n N=—2
1 ( S ) y 1—dsn
- Vidin
D, enfunciondeV, D, =N-V,= Vi —Vlz\M D =—12
1-d.n 1-dn 1-d;n

D, enfunciondeN D, =N-V,=N-N(-d,n)=N—-N +Nd,n |D, =Nd;n

2.4.1.2. Ejemplos v Observaciones:

Se descuenta comercialmente a Interés Simple un documento de $10.000.- 2 periodos an-
tes de vencer a una tasa de descuento de 20%. Determinar el valor efectivo.

D, = Nd,n =10.000x0, 20x2 = $4.000.
V, = N - D, =10.000 - 4.000 = $6.000. -

1° Observacion

Suponiendo que se coloca ese valor efectivo al 20% de interés por 2 periodos en régimen
de interés simple ¢Se obtienen los $10.000.- del valor nominal?

M =6.000 (1 +0,20.2) = 8.400.- # 10.000.-

Debido a que con esta colocacion_no se logra reproducir el Valor Nominal del documento
se dice que el Descuento Comercial es “Irracional”, “No Racional”, o “Irreversible”.

Aclaracion:

La tasa de descuento ds no proporciona el costo efectivo de la operacion.

2° Observacién

Manteniendo los datos originales, salvo el tiempo de descuento, que ahora es de 6 perio-
dos, calcular el valor efectivo del documento.

D; =10.000.0,20 . 6 = 12.000.-
Vi =N-D; = 10.000 — 12.000 =-2.000.- <0 =>» ABSURDO

Cuando el tiempo de antelacién es grande el Descuento Comercial a Interés Simple resul-
ta “inaplicable”. Surge asi la “Condicion de Aplicabilidad” de este descuento:

D, <N Nd.n<N d.n<l ydespejando |n< di y también |d, <

S

1
n

La Condicién de Aplicabilidad del Descuento Comercial Simple es que el tiempo de ante-
lacion debe ser menor a la inversa de la tasa de descuento (redondeado siempre por defecto).
También, con respecto a la tasa de descuento debe ser menor a la inversa del plazo.
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1 1
En el ejemplo n< q = 020" entonces

S

2.4.2. Descuento Racional a Interés Simple: D>

Definicién: Por ser Racional, el valor efectivo colocado a interés simple por el tiempo
gue media entre la fecha de vencimiento del documento y la fecha de descuento, debe reprodu-
cir el valor nominal del documento.

Recordando que los descuentos racionales operan con “tasa de interés”, y por definicion:

N
1+in

N =V, (L+i;n)| y |V,

D, enfunciondeV, D,=N-V,=V,(1+in)-V, =V, +V,i,n-V, D, =V,in

El descuento Racional Simple es el Interés Simple calculado
sobre el valor efectivo del documento.

N  N@+in)—-N _N+Nih—N
1+in 1+in 1+in

D, enfunciondeIN D,=N-V,=N-

D, =—=
Z 1+in

Aclaracién: la tasa de interés isno proporciona el costo efectivo de la operacion.

2.4.3. Descuento Racional a Interés Compuesto: D3

2.4.3.1. Definicion: Por ser Racional, el valor efectivo colocado a interés compuesto por el
tiempo de antelacion o descuento debe reproducir el valor nominal del documento.

2.4.3.2. Valor Nominal y Valor Efectivo con actualizacion periddica (m=1)

Por definicion:

N=V,(1+i)"|y V=——=N(1+i)"

D, en funcion del vV, Dy =N =V, =V, (L+1)" =V, |D; =V, [ (1+i)" -1]

El descuento Racional Compuesto es el Interés Compuesto cal-
culado sobre el Valor Efectivo del documento.

D, enfunciondelN  D,=N-V,=N-N@+i)"|D,=N [1—(1+i)’”]

Aclaracién: En los Descuentos Racionales las formulas son las vistas en Interés (Capitulo
I) reemplazando el Monto por el Valor Nominal (valores futuros) y el Capital por el Valor Efec-
tivo (valores actuales o presentes).
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2.4.3.3. D3Con Actualizacion Subperiddica y Continua. Enfoque de Proporcionalidad.

Cuadro Resumen de formulas

Se presentan las formulas (no se deducen por ser andlogo el razonamiento al caso de ac-
tualizacion periddica) para actualizacion Subperiddica y Continua.

Actualizacion Nominal D3z en funcién de V3 D3 en funcién de N
D,=N-V, D,=N-V,
Subperiddica iy i Y™
(I<m<w) | N=V, (1+ Ej D, =V, [1+Ej ~1| | D,=N 1—(1+Ej
Continua N =Ve" 53:\73(e"”—1) D, = N(l_efjn)
(m—o0)

Aclaracion: Cabe destacar que, siendo el Valor Nominal constante (dato), los descuentos
de este cuadro crecen a medida que aumenta la frecuencia de actualizacion. Para m—oo se ob-
tiene el descuento Maximo y el valor Efectivo Minimo.

2.4.3.4. D3Con Actualizacion Subperiddica y Continua. Enfoque de Equivalencia. Cua-
dro Resumen de formulas

Se presentan las formulas (no se deducen por ser analogo el razonamiento) para actuali-
zacion Subperiddica y Continua. En este cuadro todos los descuentos son iguales porque se
trabaja con tasas equivalentes.

Actualizacion Nominal D3 en funcién de V3 Ds en funcién de N
D,=N-V, D,=N -V,
Subperiodica | -V, (1+i(m))”m D, =V3[(1+i(m))“m —1] D,=N [1_(1+ i) )“”‘}
(1<m<c0)
Continua N =V,e”" D, =V, (e™ 1) D,=N(1-¢")
(Mm—o0)

Aclaracién: Cabe destacar que en este cuadro, al trabajar con tasas equivalentes, todos los
descuentos son iguales y por ende, también son iguales los valores efectivos.

Se recuerda que en los Descuentos Racionales a Interés Compuesto las formulas son las
vistas en Interés compuesto cambiando el Monto por el Valor Nominal (valores futuros) y el
Capital por el Valor Efectivo (valores presentes o actuales).

2.4.4. Descuento Comercial a Interés Compuesto:D4
2.4.4.1. Valor Efectivo Con Actualizacion Periddica (m=1)

Por ser Comercial se trabaja con Tasa de Descuento y por ser a Interés Compuesto existen
actualizaciones del Valor Nominal del documento. Periodo a periodo el valor nominal se actua-
liza y es cada vez menor.

Cuando se descuenta un documento la realidad es que el primer periodo de descuento es
del ultimo (n-ésimo) al penultimo (n-1), el segundo periodo de descuento es del periodo n-lal
n-2, y asi sucesivamente. En un eje temporal se observa que se traslada el documento desde el
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ultimo periodo hasta el periodo 0. Es por ello que, en el cuadro de evolucion aparece el “orden
del periodo” en que se realiza el descuento y el “periodo” al que corresponde.

) | 1 /) I L |
0 1 2 n-3 n-2 n-1 n
Orden Per. Valor D4 Valor Efectivo (Vi)
del desc. Nominal
1° n N N.d N — Nd = N(1-d)
2° n-1 N (1-d) N (1-d).d | N(1-d) — N(1-d).d = N(1-d)(1-d) = N(1-d)?
3° n—2 | N(1-d)?> | N(1-d)?.d | N(1-d)? — N(1-d)%.d = N(1-d)? (1-d) = N(1-d)*
e | 1 | N(@d)™ | N@d).d]|Vs=N{d)
V,=N(@1-d)"
Vv
N = A_ =\, (1-d)™"
)

D, en funcién del N D,=N-V,=N-N(-d)" D, =N [1—(1—d)”]

D, en funcion del V, D,=N-V,=V,(1-d)"-V,|D, =V,[@-d) " -1]

Suponiendo un documento de $10.000.- descontado 4 meses antes de su vencimiento, a
una tasa del 5% mensual, determinar el valor efectivo y el descuento en Descuento Comercial a
interés Simple, Descuento Racional a interés Simple, Descuento Racional a interés Compuesto y
en Descuento Comercial a interés Compuesto.

Descuento Valor Efectivo Descuento
V, =N(1-dn) D, =N-V,
Comercial Simple V, =10.000(1— 0, 05x4) D, =10.000—8.000
V, =$8.000. - D, =$2.000. -
V=
(L+in) D,=N-V,
Racional Simple ~10.000 D, =10.000-8.333,33
2 (1+0,05x4) D, =$1.666,67
V, =$8.333,33
V,=N@+i)™" D,=N-V,
Racional Compuesto V, =10.000(1+0,05)™* D, =10.000-8.227,02
V, =$8.227,02 D, =$1.772,98
V,=N(@-d)" D,=N-V,
Comercial Compuesto V, =10.000(1 - 0,05)* D, =10.000 —8.145,06
V, =$8.145,06 D, =$1.854,94
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Observacion:

Manteniendo constante el valor numérico de la tasa y siendo n> 1 el descuento Comercial
a Interés Simple es el que mayor descuento produce.

2.4.4.2. Dascon actualizacion Subperiodica y Continua. Enfoque de “Proporcionalidad”
(tasa periédica nominal de descuento constante)

2.4.4.2.1. Valor Efectivo Con Actualizacion Subperiédica (1<m<o0).

Frecuentemente las entidades financieras enuncian una tasa periodica de descuento acla-
rando que se actualiza subperiédicamente. A esa tasa periddica enunciada se la llama tasa Pe-
riédica Nominal de Descuento y se la simboliza “f”. Para encontrar la tasa subperiddica de des-
cuento se razona planteando “proporcionalidad” respecto de la tasa enunciada.

Sien 1 periodo = m subperiodos rige >f
f
en 1 subperiodo regira > . tasa subperiddica proporcional

Como tasa y tiempo deben expresarse en la misma unidad de medida:
Si  1lperiodo ->m subperiodos
n periodos - nm subperiodos

La formula de Valor Efectivo con actualizacion subperiddica es:

f nm v f —-nm
V,=N[1-—| |yN=—"t =V, [1-—
4 ( m) Y ( f)nm 4[ m)

1——
m

El descuento es:

D, enfunciondelN D,=N-V,=N-N (1—ij D,=N {1—(1—1j }
m m

D, enfunciondelV, D,=N-V,=V, (1—ij -V, D, =V, Kl_iJ _1]
m m

2.4.4.2.2. Comparacién de los Valores Efectivos con actualizacion Periddica o Subpe-
riddica
Sabiendo que:

V, = N (1—d)" valor efectivo con actualizacién periédica

V', =N [1_Ej valor efectivo con actualizacion subperiddica

Y considerando los siguientes supuestos:

1° Nominal = $1.-

2° Tiempo de antelacién o descuento: n = 1 periodo
3° Las tasas d y f son numéricamente iguales

1 f ;
V4 :1_d yV 4 :[1—Ej
Se desarrollal’s:
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et -GG LI (I e
(2 ot il el

(1_ijm 1. m(m—l)![_ijl . m(m—l)(m—2)!(_ij2 . m(m—l)(m—2)(m—3)!(_i)3 +___+(_1Jm
m Um-DI\ m 2!(m-2)! m 3(m-3)! m m

simplificando
(1_ijm :1+ m[_ij_i_w(_ijz +W(_1J3 +___+[_ijm
m m 2! m 3! m m

AR G P ) G PO
(1__j =1-f+ 2|m f2- m m f3+...+(——j (m+1) términos
! m

m 3!
— _
——
V’s = V4+ Sumatoria de signos alternados

Se demostrara que esta sumatoria de signos alternados tiene término general decreciente.

Llamando:
(1 mj (1 ml)(l m)
ANELLLVANSLLVAF 3

_ 2 _
h= 21 Py 3!

Y escribiendo a t; en funcion de t;

2] 2

f siendoO<T<1 y O<f<1
Como t; es igual a ty multiplicado por dos nimeros menores que 1 resulta que:

t, =\t

t, < |t1| Con idéntico razonamiento se puede demostrar que:
t, <[t,]

L < |t3|siendo la sumatoria de si I d érmi I d [ la mi
gnos alternados y término general decreciente, la misma
converge a un niumero que lleva el signo de su primer término: es positiva.

V', =V,+Y_ Positiva
V', >V,

Conclusion: El Valor Efectivo en Descuento Comercial Compuesto con actualizacion
Subperiddica es siempre mayor al Valor Efectivo con actualizacién Periddica, trabajando sobre
el mismo valor nominal, el mismo tiempo de antelacion y con el mismo valor numérico de la
tasa de descuento.

2.4.4.2.3. Valor Efectivo con Actualizacién Continua (m—o0). Valor Efectivo Maxi-
moV,
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Se demostr6é que a medida que aumenta la frecuencia de actualizacion el valor efectivo
aumenta. Ahora, para encontrar el Valor Efectivo Mé&ximo, que se simboliza \/_4 se aplica
lim al valor efectivo con actualizacion subperiddica considerando N = $1.- y n = 1 periodo.

m—w

J h f i ~.I.;-:—_r ) J h
E=liml"',f=lim;ll—£'; =lim | I—L_ =¢/ recordar que lim;l l—l—l; =g
m—T -1—}=|_‘ m ) -1—:r=I —m | F=3m) X
. r)
e

y considerando nominal y tiempo distinto de 1:

—fn \/ A~ fi
V, =Ne' N=V,e"

Se calcula el Descuento Minimo:

D, enfunciondelN D,=N-V,=N-Ne "|D,=N(@-e ™)

D, enfunciéndelV, D,=N-V,=V,e"-V, |D,=V,(e™-1)

Calcular el valor efectivo en D4 considerando un nominal de $10.000.- utilizando una tasa
nominal de descuento del 20% anual, en 4 afios, con actualizacion:

a) Periodica Anual (m=1)
V,=N (1—d)n :10.000x(1—0, 20)4 =10.000x0,80* =|4.096.—
b) Bimestral (m=6)

f nm 0 20 4x6
V',=N|1l-—]| =10.000{1-—— =14.432,43
) oos-52] -G

c) Mensual (m=12)

nm 4x12
V', =N [1—lj =10.000(1—%J =14.463,10

m
d) Continua (Mm—o0)

V, = Ne~™ =10.000.e°** =[4.493,29

2.4.4.2.5. Tasa Periédica Efectiva de Descuento

En el enfoque de proporcionalidad se demostr6 que los descuentos decrecen a medida que
aumenta la frecuencia de actualizacion (porque el nominal se va actualizando) y en consecuen-
cia los valores efectivos crecen. Cuando m—oo el descuento es el menor y se obtiene el Valor
Efectivo Maximo. Evidentemente la tasa nominal f no refleja el verdadero descuento de $1 de
nominal en un periodo de tiempo cuando aumenta la frecuencia de actualizacién m. Para compa-
rar distintas opciones en operaciones de descuento se calcula la “tasa periodica efectiva de des-
cuento” que se simboliza d.
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Definicion: la Tasa Periddica Efectiva de Descuento mide la reduccion o descuento que
sufre $1.- de valor nominal en una unidad de tiempo, independientemente de la forma de actua-
lizacién. Se simboliza “d”.

2.4.4.2.5.1. Con actualizacién Periédica (m=1)
Para esta demostracion, se simboliza (inicialmente) con f a la tasa periddica de descuento
enunciada. Sabiendo que:

D,=N-V,=N-N(1-f)"=N[1-@- f)"]

De acuerdo a la definicion de tasa efectiva de descuento, si N = $1.- y n = 1 periodo el
descuento es la tasa de descuento (D4 = d).

d=1-(1-f) =1-1+f=f d=f

Conclusién: Cuando se actualiza periodicamente las tasas de descuento nominal y efecti-
va son iguales. Existe una Unica Tasa de Descuento ((nico caso).

2.4.4.25.2. Con actualizacion Subperiédica (1<m<ow0)
Sabiendo que:

D,=N-V,=N —N(l—ij = N{l—(l—ij }
m m

Nuevamente si N=8$1.- y n=1periodo D, =d

d-1-(1-1]
m

2.4.4.2.5.3. Con actualizacion Continua (m—o). Tasa Peridodica Efectiva Minima de

Descuento a

Siendo:
Di=N-Vs=N-Ne™=N (1—e‘f“)

Si N=$1- y n=1periodo=> 54 =d (Tasa Efectiva Minima de Descuento)

Aclaracién: La Tasa Periodica Efectiva de Descuento se puede tomar como un punto de
referencia para analizar distintas fuentes de informacidn (tasas de descuento) pero NO ES UNA
VERDADERA TASA DE COSTO ya que es una “tasa adelantada”, se aplica sobre el valor
nominal o valor futuro. La verdadera tasa “efectiva de costo” de una operacion financiera, ya
sea de capitalizacion o actualizacion y en cualquier régimen, Simple o Compuesto, es la tasa
periodica efectiva de interés “i” que es una “tasa vencida”, que se aplica sobre el valor presente
o valor actual. En una operacién de descuento la efectiva tasa de costo es aquella tasa de interés
“i” a la cual se debe colocar el valor efectivo (valor presente) para obtener el valor nominal del
documento (valor final) en régimen de interés compuesto con capitalizacion periddica.

2.4.4.25.4. Ejemplo:

Suponiendo que la tasa periodica nominal del 20% anual de descuento, calcular la tasa
efectiva de descuento para actualizacion:
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a) Anual (m=1)
d = f =|0,20 anual efectiva|
b) Bimestral (m = 6)

m 6
dzl—(l—iJ :1—[1—%} =(0,184056 efectiva anual|
m

c) Mensual (m=12)

m 12
d :1—(1—ij :1—(1—@J =(0,182648 efectiva anual|
m 12

d) Continua (m—o0)
d=1-ef=1-e°%% |0,181269 efectiva minima anual |

Se concluye que, a medida que aumenta la frecuencia de actualizacion, las tasas periodi-
cas efectivas de descuento decrecen hasta llegar a la tasa periodica efectiva minima de descuen-
to que corresponde a la actualizacién continua.

2.4.4.3. D4 con actualizacién Subperiddica y Continua. Enfoque de “Equivalencia”
(Tasa Periddica Efectiva de Descuento Constante d)

El “Enfoque de Proporcionalidad” (f constante) lleva a valores efectivos cada vez mayo-
res a medida que aumenta la frecuencia de actualizacién. Es asi porque, al aumentar la frecuen-
cia de actualizacion, los valores nominales decrecen con mayor rapidez y el descuento resulta
menor. Este decrecimiento de los descuentos se traduce en una tasa periddica efectiva de des-
cuento que es decreciente (hasta llegar a la Tasa Efectiva Minima que corresponde a la actuali-
zacion continua). Un inversor inteligente decidiria descontar su documento con actualizacion
continua porque obtendria el maximo valor efectivo. Por ello a las instituciones financieras este
enfoque no les resulta practico para enunciar sus tasas de descuento.

Las entidades financieras pretenden un descuento efectivo constante independientemente
de la frecuencia de actualizacion que el enfoque de proporcionalidad no lo cumple. Surge asi el
“Enfoque de Equivalencia” o “Igualdad de Valores Efectivos” o de “Tasa Periodica Efectiva de
Descuento d constante”.

2.4.4.3.1. Tasa Subperiédica Equivalente de Descuento d(m)

Esta tasa subperiddica, por ser equivalente, obtiene el mismo valor efectivo que el obteni-
do actualizando periddicamente. Se plantea, ahora, el “Supuesto de Equivalencia” o “Igualdad
de Valores Efectivos”.

Definicidn: la tasa Subperiddica Equivalente de Descuento es aquella tasa que actualizan-
do subperiddicamente produce el mismo valor efectivo que la tasa periddica efectiva “d” actua-
lizando periddicamente, operando sobre el mismo nominal y por el mismo nimero de periodos.

Igualando los Valores Efectivos y despejando:

V, =N@1-d)"

V, =N(1-dg,)"
N@-d)" =N(1-d,)"
1-d=(1-d,) ®
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Y1-d =1-d,,
1
d =1-Y1-d =1-(1-d)n

Despejando la tasa periodica efectiva de descuento “d” de (*):

dzl‘(l‘dmﬂm

2.4.4.3.2. Tasas Subperiddicas Equivalentes de Descuento en general

Definicion: Dos tasas subperiddicas de descuento son “equivalentes” si ambas producen
el mismo valor efectivo operando con distinta frecuencia de actualizacion y trabajando sobre el
mismo nominal y el mismo nimero de periodos.

Para deducirlas se plantea la igualdad de los valores efectivos actualizando en un caso
“m” veces y en el otro “K” veces.

V, =N{@-d,)™
V, =N@-d,,)™

N@—dg))™ =N@-d)™
Simplificando Ny n

k
(l_d(m))m = (1_d(k))k 1_d(m) = \m/ (l_d(k))k = (1_d(k))m

despejando

k
dmy=1-(0-dg)"

2.4.4.3.3. Tasa Periodica Nominal Convertible de Descuento (actualizacién Subperiddi-
ca)

En el “Enfoque de Proporcionalidad” la tasa nominal de descuento f es constante pero si
se pretende obtener la tasa nominal periddica que corresponde a la tasa subperiddica equivalente
es necesario considerar a esta tasa “variable” de acuerdo con la frecuencia de actualizacion. Esta
tasa periddica nominal variable con m se denomina “Tasa Periédica Nominal Convertible de
Descuento” y se simboliza f(m)

f
m — |dg, =—=
m

f(m) = d(m)

De esta forma, bajo el concepto de equivalencia, el valor efectivo con actualizacion sub-
periddica es:

f nm
W:Nﬂ—%&msz—iﬂJ
m

recordando que este valor efectivo es igual al de la actualizacion periddica
V,=N@1-d)"
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Resumen de tasas de descuento

es proporcional| a la tasa periodica nominal| f,

f
o (m) _ m
d,, tasasubperiodica dim = Y | iy =dmX

equivalente
es equivalente| a la tasa periodica efectiva| d
1-d =(1-d,)

d=1-(1-d,)" dgy =1-Y1—d

Si daz=0,03 mensual ; fm=36 anual act. mensualmente ; d=0,306158 anual efvo.

Ejemplo:

Considerando una tasa de descuento del 1% mensual, calcular la tasa de descuento tri-
mestral equivalente y las tasas periddicas nominales convertibles y efectivas anuales de des-
cuento para ambos casos.

Tasa Periddica

) Tasa Subperiddica - . Tasa Periodica
Frecuencia Equivalente ~Nominal Efectiva Anual
eadivalente Convertible Anual -

foo = dgok d =1—(1—d(k))k

k=12 Ay =|dyp =0,01 mensual| | f

(k) = 0, 01X12

(12)

d=1-(1-0,01)"
fup 0.2
(1-dgp)" =@-dg)" Fimy = dmyM d=1-(1-d,)

” fly =0.0297014 | 4 11 (1 5 goaz0n)

m=4 Y
d, =1-(1-0,01)*
“ f . =0,118804 -
(4) | d =0,113615
|d,,, =0,029701 trimestral|

) 4

Observaciones:

4- Las tasas subperiddicas equivalentes de descuento no son proporcionales.

5- Las tasas periddicas nominales convertibles de descuento decrecen a media que dis-
minuye la frecuencia de actualizacién.

6- Siendo las tasas subperiddicas de descuento equivalentes, las tasas periddicas efectivas
de descuento son iguales.

2.4.4.3.4. Tasa Periddica Nominal Instantdnea de Descuento (actualizacidén Continua)d”’
2.4.4.3.4.1. Definiciones

Definicion analitica: es aquella Tasa Periédica Nominal de Descuento que actualizando
continuamente (o cuando el intervalo de actualizacién tiende a cero) produce el mismo valor
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efectivo que la tasa periodica efectiva “d” actualizando periédicamente, trabajando sobre el
mismo valor nominal y el mismo ndmero de periodos.

Definicion sintética: es la tasa Periddica Nominal de Descuento que se obtiene aplicando

el lim a la tasa periédica nominal convertible fim) En simbolos o=Ilimf

m—w m—oo

2.4.4.3.4.2 . Deduccién aplicando el nimero e

Recordando que en el “Enfoque de Equivalencia” o “Igualdad de Valores Efectivos” o
“Tasa Periddica Efectiva d Constante” se igualan los valores efectivos con actualizacion perio-
dica y subperiddica (considerando N=$1 y n=1) y aplicando limite para m — oo:

. . foy )
rle (1-d)= nIqlm L - % siendo el primer miembro constante y haciendo ciertos artifi-
—0 —0
cios:
m
fy Ol
. fm . 1Y
l-d=Ilim|1+— recordar que lim/1+=| =e
m-—>o0 m X—>00 X
- \ﬂm) J
e

1-d=e™ " 1-d=e” (* In(l-d)=—5"Ine[5=—In(-d)]

Aclaracién 1: Se recuerda que paratodo 0 <x<1 el Inx<OQysiendo 0<(1-d)<1
entonces In (1—d) < 0. Luego, la tasa Instantanea de Descuento es positiva. Ver gréafico:

Inx

|u7/1 X

Aclaracién 2: De (*) se obtiene el Valor Efectivo, trabajando bajo el Supuesto de Equiva-
lencia, con actualizacion continua y con la tasa nominal instantanea de descuento & :

1-d =e . Considerando N> $1.- y n> 1 periodo resulta:

V,=N(1-d)"=Ne*"

2.4.4.3.5. Ejemplo

Se enuncia una tasa de descuento efectiva constante del 12% anual (d constante implica
Enfoque de Equivalencia). Determinar las tasas subperiédicas equivalentes y las tasas periddicas
nominales convertibles de descuento siendo la actualizacion:

a) Anual m=1
d =f=0,12 anual efectival
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b) Semestral

d = 0,12 anual efectiva m=2
1-d=(1-d,,)
A =1-¥1-d  d, =1-41-012 =[0,0619168 semestral equivalente|
fim =dmXm fo =dyx2= |0,123834 nominal anual convertible act. semetralmente|

c) Trimestral
d = 0,12 anual efectiva m=4

dy, =1-41-0,12 =(0,0314531 trimestral equivalente

f 4 = d,4x4=|0,125812 nominal anual convertible act. trimestralmente|

d) Mensual
d = 0,12 anual efectiva m=12

d,) =1-%1-0,12 =|0,010596 mensual equivalente

fupy =dyyX12= |0,127155 nominal anual convertible act. mensualmente|

e) Continua
d = 0,12 anual efectiva m —o0
Al ser la actualizacion continua no existe tasa subperiddica. Se calcula la tasa periodica
nominal instantanea de descuento:

1-d=e?

0=-In(l-d)=-In(1-0,12) = |0,127833 instantanea nominal anual act. continuamente

A medida que aumenta la frecuencia de actualizacion, si se desea obtener siempre el
mismo valor efectivo (Supuesto de Equivalencia) se deben enunciar tasas periddicas nominales
convertibles de descuento cada vez mayores, hasta llegar a la tasa instantanea de descuento que
es la mayor de las tasas periodicas nominales de descuento.

Se demuestra tedricamente:

2.4.4.3.6. Comparacion de las Tasas Periddicas Nominales Convertibles de Descuento
para “m” variable

Partiendo del enfoque de equivalencia:

(-d)=(1-dy) =(1-dy ) =(1-dg ) =.=(1-d, )’
y reemplazando PNE)

g B .
1-d)= ] 1: G 2: C) 3: _[1-Tm
1 O 2 3 j"' m

Y1)

Secompara fuyy fo:
Manteniendo constante la tasa periédica nominal de descuento y aumentando la frecuen-
cia de actualizacidn se obtiene la siguiente desigualdad

fo ) fo Y
(1—%] < [1—%} reemplazando el primer miembro de la desigualdad por (1)
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fo ) fo )
[1—ﬁj < [1—%} y simplificando

2
—fo <—Ty
f(z) > f(l) =d

Se compara ahora fp) y f).con idéntico razonamiento

f 2 f 3
(1—ﬁJ < [1—%) reemplazando el primer miembro de la desigualdad por (2)

2
fo\ foy
[1—%) < (1—%} y simplificando
—fo <o
fe > T

Y asi sucesivamente se demuestra que:

fay> T

fe)> T

Conclusiones

lim f ,=0>..>f,>.>fy>f,>f,=d

m—o0

Primera conclusion: Bajo el enfoque de Equivalencia, la Tasa Periodica Efectiva “d” de
Descuento es menor a todas las tasas periddicas de descuento.

Segunda conclusién: Bajo el enfoque de Equivalencia, las tasas Periddicas Nominales
Convertibles crecen a medida que aumenta la frecuencia de actualizacién.

Tercera conclusién: Bajo el enfoque de Equivalencia, la tasa Nominal Instantdnea de
Descuento 6 es la mayor de todas las tasas periddicas nominales de descuento.

Cuarta conclusién: Las conclusiones para las relaciones entre las tasas de Descuento son
las inversas a las vistas para tasas de Interés.

Quinta conclusion: Por suponer “equivalencia”, estas tasas “d”, “fm)” y “0” que actuali-
zan periddica, subperiddica y continuamente, producen valores efectivos iguales:

f nm o .
N(1-d)"=N (1-%} =N(1-d,)" =Ne”"

Simplificando:
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2.4.4.4. Comparacion de las Tasas Subperiédicas de Descuento: Proporcional y Equi-

valente.
Partiendo del mismo valor numérico de las tasas periddicas d y f y para m>1 se sabe que

aumentando m los valores efectivos crecen

(1—d)<(1—ijm

m

Despejando f/m

(1-d)y¥m —1<— 1
m

Multiplicando ambos miembros por (-1) se invierte el sentido de la desigualdad

1-a-d)em 5 *
m

Siendo el primer miembro la tasa subperiodica equivalente de descuento se obtiene:

Conclusién: Partiendo del mismo valor numérico de las tasas periddicas, la Tasa Subpe-
riodica Equivalente de descuento es siempre mayor a la Tasa Subperiddica Proporcional de
Descuento (conclusion inversa a la obtenida para tasas subperiddicas de interés).

Ejemplo d =f=0,12anual m=2
d= 1-(1-0,12)% = 0,0619168 semestral equivalente.
f/m = 0,12/2 = 0,06 semestral proporcional.

Resumen de ambos enfoques: Proporcionalidad y Equivalencia
Enfoque de Proporcionalidad - Tasa peridédica nominal f constante

ACTUALIZACION
Periddica Subperiodica Continua
Vs efectivos V. =N(1=d)" Vv :N[l—i)nm V,=Ne' ™
Crecientes i=N{1-d) ) m 4 (maximo)
. _ f m — ¢
Tasas efectlvas d=f q :1_(1__j d=1-e (minima)
decrecientes m

A medida que aumenta la frecuencia de actualizacién los descuentos decrecen y los valo-

res efectivos crecen, hasta llegar al valor efectivo méximo (V,) para m—oo
Este decrecimiento en los descuentos se refleja en la tasa efectiva de descuento que para

M —> 90 se gbtiene la tasa efectiva minima (d)
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Enfoque de Equivalencia - Tasa periddica efectiva d constante

ACTUALIZACION
Periddica Subperiddica Continua
Vs efectivos | v, =N(1-d)’ V, =N(1-dg,)" =N (1-h] V, =Ne™?"
iguales m
Tasas n_om. d-f . m . i Lodee? |
convertibles @ | 1-d =£1——J » fm =(1-¥1=d)m e Tuego
crecientes " §'=-In(1-d)

En este enfoque todos los valores efectivos son iguales. Para encontrar las tasas nomina-
les convertibles se igualan los valores efectivos. Para m —» oo Se obtiene la tasa nominal ins-

tantanea (0").
Estas nominales convertibles crecen para m creciente, hasta llegar a la tasa instantanea de

descuento que es la mayor de todas las tasas de interés o'> f(m) >d

2.4.45. Comparacion de las Tasas Instantaneas de Interés y de Descuento

Para comparar las tasas instantaneas se igualan los valores efectivos que corresponden al
Descuento Racional Compuesto y al Descuento Comercial Compuesto

V,=N(1+i)"
V,=N(@1-d)"
N@+i)" =N (1-d)" (1+i)*=(1-d)
invirtiendo ambos miembros

@+i)=(1-d )71 aplicando In en ambos miembros
In(L+i) =—InL—d)

0=0

Conclusion: Las tasas Instantaneas de Interés y de Descuento son iguales.

2.4.4.6. Sintesis de las relaciones entre Tasas Periddicas de Interés y de Descuento bajo
el Supuesto de Equivalencia

TasaEfva Tasas Nominalas TasaEfva
_n-'-.-}\\-\"—\_
i=jm>in>in> > jm>->8=8>_>fu>_>fo>fa> foy=4d
e _.l"j."‘-\_ —
—-v-— _‘-\\'_,.-'-‘_
Tasas de Interés Tasas dz Descuanto

Aclaracion: al suponer “equivalencia”, todas estas tasas producen valores futuros (Montos
0 Valores Nominales) iguales, operando siempre sobre el mismo valor presente (Capital o Valor
Efectivo) y el mismo numero de periodos. La tasa periddica efectiva “i” es la tasa efectiva de
Rendimiento para operaciones de capitalizacion y la tasa efectiva de Costo para operaciones de
actualizacion o descuento.
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) - nm ) ) f —nm Y
V,(1+i) =v{1+ J;}:’j :V3e"”:V4e‘5”:V4[1— r‘;’j =V, (1-d)

Y simplificando

(1+i)=[1+ﬁjm =e’=¢” =(1—ﬁjm =(1-d)”

Ejemplo:

Dada la tasa efectiva de costo (interés) del 12% anual, calcular las tasas:

Tasa de: m Tasas periodicas anuales

1

1
, m=2 | jy =((1+i)m —1jm= 1,122 ~1{x2 =[0,116601
Interes

Nominal L 1
Convertible | m=12 | jy, = ((l+ i)m —1jm = (1,1212 —1} x12=|0,113866

para:
m —oo In(1+| =In}12= 11332

m—o | &'=-In(1-d)=-In(1-0,107143) =[0,113329)

1
Descuento | m=12 f(lz)z{l—[(l—d)lz}}mz{l {(1 0,107143): }x12=0,112795
Nominal
Convertible |, _, | 1, - { (1-d)2 }} {1 [(1 0,107143)2 }} -[0,110178
ara
i 012 .
m=1 | f,=d i 0,107143| efectiva

Con este ejemplo, se verifica que:

i= j(l) > j(z) > j(lz) >0=0> f(lz) > f(z) > f(l) =d

2.4.4.7. Relacion y Comparacion entre las tasas de Interés y Descuento

2.4.4.7.1. Régimen de Interés Simple

Para encontrar la relacion entre ambas tasas se igualan los valores efectivos Vi y Vs
V, =N(@1-d;n)

N
1+in

2:

N
+i.n

S

N(1-d.n)=
(1-d;n) 1

1

1-d.n)=
(=d;n) 1+in

*)

Despejando ds de (*)
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1 1+in-1 i,n L
-——— =d,n ———=d, *—=d,n simplificando "n" en los numeradores
1+in 1+in 1+in
[
d,=—
1+in

En Régimen de Interés Simple, la relacion entre tasas periddicas de Descuento y de Inte-

rés depende del tiempo de antelacion o descuento (permaneciendo constante “is” la tasa de des-
cuento varia para distintos valores de “n”).

Comparacion de ds € is

Iy =1 por la propiedad de identidad

1 <1+i,n Dividiendo miembro a miembro

i > 1 IS_ siendo "d," el segundo miembro de esta desigualdad:
+ign

i.>d

S S

Despejando is de (*)

. 1 . 1 . 1-1+dn . d.n
1+in = ;o In= -1; ijh=—""—; iin=—2
1-d.n 1-d.n 1-d.n 1-d.n
simplificando "n" en los numeradores
i, = q,
> 1-d,n

La relacién entre tasas periddicas de Interés y de Descuento depende del tiempo del tiem-

po de antelacion o descuento (permaneciendo constante “ds” la tasa de interés varia para distin-
tos valores de “n”).

Comparacion de ds e is

d, =d, por la propiedad de identidad
1>1-d.,n Dividiendo miembro a miembro
d, < 1 é siendo "i;" el segundo miembro de esta desigualdad:
— sn
d, <1

Conclusion: La Tasa de Interés es siempre mayor a las Tasa de Descuento.

2.4.4.7.2. Régimen de Interés Compuesto

Para encontrar la relacion entre ambas tasas se igualan los valores efectivos Vs y Vs
V,=N@+i)™
V,=N@-d)"
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N@+i)" =N(1-d)"
@+i)"=(1-d) (**)

Despejando d en (**)

dzl—i_ d:lHTl
1+1 1+1

En régimen de interés compuesto la relacién entre tasa de Descuento y Tasa de Interés

NO depende del plazo de la operacion (permaneciendo constante “i” la tasa de descuento es
contante para todo valor de “n”).

Comparacionde d e i

i=i por la propiedad de identidad
1<1+i dividiendo miembro a miembro

i> 1# siendo "d" el segundo miembro de esta desigualdad:
+i

i>d

Conclusion: La Tasa de Interés es siempre mayor a las Tasa de Descuento. (Recordar las
relaciones y las comparaciones vistas en el Capitulo I con ¢ y 4).

Despejando i de (**)

1o L o 1, 1-1+d
1-d 1-d 1-d
d .
I = ﬁ Tasa Efectiva de Costo operando en D4

En Régimen de Interés Compuesto, la relacion entre tasa de Interés y tasa de Descuento

NO depende del tiempo de antelacion (permaneciendo constante “d” la tasa de interés es contan-
te para todo valor de “n”).

Comparaciénded e

d=d por la propiedad de identidad

1>1-d dividiendo miembro a miembro se invierte la desigualdad
d< Ld siendo "i*" el segundo miembro de esta desigualdad:

d<i

Conclusidn: La Tasa de Interés es siempre mayor a las Tasa de Descuento.
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Ejemplo:

Suponiendo una tasa de interés del 1% mensual determinar la tasa de descuento mensual
para operaciones a 7 dias tanto en régimen de interés Simple como Compuesto.

Régimen de Interés Simple Régimen de Interés Compuesto

i 0,01 i 0,01
d . : = _0, 0099767 d=—=—"—= _0, 00990099

1+in (1+o,017
30

En ambos regimenes se obtiene que d <1

2.4.4.8. Tasa Efectiva de Costo para los descuentos que aplican régimen de Interés Sim-
ple

Cuando se determing la tasa efectiva de descuento se dijo que esta tasa es una tasa de re-
ferencia o tasa adelantada de interés porque se aplica sobre el valor futuro y no sobre el valor
actual. Por este motivo se lleg6 a la conclusion de que los descuentos comerciales no son racio-
nales. Por otro lado, se planted la siguiente cadena de equivalencia en régimen de interés com-
puesto:

- nm ‘ ] f —nm
V, (1+i)" =v{1+ J;]:’j :Vge"”:v4e‘5”:V4[1— ;:’j =V,(1-d)"

Y simplificando:

j m ) f -m

(1+i)=[1+ﬂj —e’ =¢’ =[1—ﬂ] =(1-d)"

m m

Se hace énfasis, nuevamente, en que la Tasa Efectiva de Costo de una operacidn de des-
cuento es aquella que, al colocar el valor efectivo a interés compuesto con capitalizacién perié-
dica (tasa efectiva de interés “i”’) se reproduce el valor nominal del documento.

Con idéntico razonamiento, para encontrar la tasa efectiva de costo, en operaciones de
descuento en régimen de interés simple, se deben igualar los valores futuros (pueden ser los
valores actuales) obteniendo:

V, (1+i) =1 Vé - =V, (1+i.n)

S
Simplificando los valores actuales y despejando Efectiva de Costo en Descuento Comer-
cial Simple:

\n 1 .
1 = =n
(+I) 1-d.n ! 1-d.n

S S

Simplificando los valores actuales y despejando la Tasa Efectiva de Costo en Descuento
Racional Simple:

(1+i)" =1+i,n i=p/l+in -1 (ver Capitulo I)
Ejemplo:

Considerando la tasa de interés y de descuento en régimen de interés simple del 1% men-
sual calcular las tasas efectivas anuales de costo para operaciones a:
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a) 7 dias
Trabajando con descuento Comercial
7
(1+i) = ! = (L+i)®s = =y despejando
1-dyn 1-0,01

. 1 .
i= 3%5 — —1=0,129538 @nual efectiva de costo
1- 0,01%

Trabajando con descuento Racional

7
(1+i)" =1+in = (L+i)3s :1+0,01% y despejando

7
i=3651+0, 01% —1=10,129218| anual efectiva de costo

b) 30 dias
Trabajando con descuento Comercial

N 1 N .
(1+i) = =  (1+i)®s = y despejando
1-d,n 1-0,010
30
30
i =365 ! —1=10,130069| anual efectiva de costo

1-0,01

Trabajando con descuento Racional

30

1+i)" =1+in = (1+i)365=1+0,01% y despejando

30
i = %1+ 0,01-1=|0,128695| anual efectiva de costo

c) 365 dias
Trabajando con descuento Comercial
\n 1 L\ 365 1 )
(1+i) = = (1+i)® =—————  ydespejando
1-d.n 1-0,01°%
30
. 1 .
i= m —1=10,138520| anual efectiva de costo
T30

Trabajando con descuento Racional

365 3

(1+i)' =1+in = (1+i)w®s :1+0,01§ y despejando

i=0, 01% =10,121667| anual efectiva de costo

Conclusidn: Para 0 <n< 1 en Descuento Comercial Simple se obtiene una tasa efectiva de
costo siempre mayor a la del Descuento Racional Simple. EI D; es el que més utilizan las enti-
dades financieras para descontar documentos.
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Aclaracion: Se observa que, en el planteo inicial de cada solucion, “n” en el primer
miembro se escribe en afios porque corresponde a la tasa efectiva anual de costo y “n” en el
segundo miembro se escribe en meses porque corresponde a la tasa mensual (de interés o de
descuento) en régimen de interés simple.

Despejando, ahora, las tasas (de interés y de descuento) que operan en interés simple:

o1 I C1-(1+0)
(1+i) “Tdn 1-d,n=(1+i) dS—T
0 g (1+i)' -1
(1+i) =1+in |S:% (ver Capitulo I)
Ejemplo:

Considerando la tasa de costo efectiva del 14% anual, calcular las tasas de interés y de
descuento mensuales, en régimen de interés simple, para operaciones a:

a) 7 dias (observar que el n del exponente del primer miembro corresponde a la tasa
anual y el n del denominador del segundo miembro corresponde a la tasa mensual)

Trabajando con descuento Comercial

7
(1+i) = 1 (1+0,14)35 = y despejando
1-d.n
s 1-— ds _
30
T
1-1,14 365
d, ZT =10,010756| mensual
30
Trabajando con descuento Racional
7
(1+i)" =1+in (1+0,14)zs =1+i5% y despejando
e
. 11435 -1
I ZT =|0,010783| mensual
30
b) 30 dias
Trabajando con descuento Comercial
D 1 30 .
1+i) = 1+0,14)365 = despejando
(L+i) == ( ) 30 y despej
s 1-— ds e
30
_30
_ 365
d, :% =|0,010712| mensual
Trabajando con descuento Racional
30
(1+i)" =1+in (1+0,14)%s =1+i, % y despejando

30

365 _
i =%1= 0,010828| mensual
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c) 365 dias

Trabajando con descuento Comercial

365
(1+i)" = L (1+0,14)3s 1
1-d.n 1-4. 2%

y despejando

%65
1-114 %

d, _T =10,010094| mensual
30

Trabajando con descuento Racional

N . 365 . 365 .
(1+i) =1+in (1+0,14)36s :1+|s¥ y despejando
1141

== 0,011507| mensual

30

Resumen: A continuacion se presenta la Cadena de Equivalencias (igualando los valores

nominales) para determinar la tasa Efectiva de Costo de cualquier descuento y simplificando los
valores efectivos iguales.

n . nm ] f —nm .
(14‘_ i } :[1-{- J(m)] :e‘sn:eén :[1_ﬂj :(1—d) =1+ isn= 1
Tasa Efectiva de Costo m m 1 - d n

2.4.5. Andlisis funcional de los VValores Efectivos para “n” variable
2.4.5.1. Descuento Comercial a Interés Simple (D1)

V, =N(1-d,n)
Considerando N = $1.-
foy=1-d;n

Valores extremos

n foy=1-d;n
0 1
1/ds 0
—

~— > Condicién de Aplicabilidad de D,

f'yy=0-d;1=-d <0 = funcion decreciente
f"., =0 = funcion lineal
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Vi

¥

0 l 1/d. ]

2.4.5.2. Descuento Racional a Interés Simple (D>)

N
2" 1+ijn siendo N=1.-
S

= =(1+in)™*
™ (@+in) d+im
Valores extremos
0 f(n)=(+in)™
0 1
i_=(1+is)’1
1 1+1;
—00 —0 asintota

f'y =—@+in)2i <0 = funcion decreciente

f " == (-2).Q+i;n) i, =2i,°.(1+i;n)° >0 = funcion concava hacia arriba

W

WVi=1{l+sn)

asintota

2.4.5.3. Descuento Racional a Interés Compuesto (D3)

V,=N@+i)™"
Considerando N = $1.-
f(n) =1+i)™
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Valores extremos

n fiy =(1+i)"
0 1
1 1/(1+i)
—500 —0 asintota | Porque (1+i)>1

. 9x v A '
Recordando que: f,=a™ = f', =a".In(a).g',

o

f'(n) =@+1)™"In@+1).(-)=-6.L+i)"<0 = funcion decreciente

f o =—0.L+1)".In(L+i).(-1) =5°(+i)">0 = funcién concava hacia arriba
Vs
1
v, =(1+0D™
8] ' fi

2.4.5.4. Descuento Comercial a Interés Compuesto (Da4)

V, =N(@1-d)"
Considerando N = $1.-
1:(n) = (1_d)n

Valores extremos

fm=(1-d)"
1

Rlo|S

1-d
—>00 —0 asintota Porgue 0<(1-d)<1

Recordando que: f,=a" = f' =a%In(a)
~9
f'oy=0-d)"Inl-d)=-0"(1-d)" <0 = funcion decreciente

' =-0.01-d)"Inl-d)=-5@1-d)"(-5) =5%@1-d)">0 = funcion concava hacia arriba

v,

asintota
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Gréfico Conjunto de los Valores Efectivos en descuento Comercial y Racional

a Interés Simple y Compuesto

Comparacion grafica de los valores efectivos
12,000 ara N=510.000.- y tasa = 0,20
10,000 - Aclaraciones
Para:
g 8000 \B&\K n=0 > V2=V3
= O<n<l > V2<V3
o N
$ 6,000 \Q\TBQNK n=1 - V2=V3
5 \\DZ('\~~,__D~3~ -2 n>1 > V2>V3
= 4,000 DT T~PA R3]
'~D4;‘ D3 Para:
2’000 Pt 1 D4 n=0 9 V1=Vv4
O<n<l - V1I>V4
- A n=1 - V1=V4
0 1 2 3 4 5 6 ;7 1 5 Vviva
tiempo
2.4.6. Resumen de Valores Efectivos en Descuento Comercial Compuesto V4

2.4.6.1. Cuadro

Actualizacion

Tasa de descuento utilizada

Valor efectivo

Periodica (m=1)

Con tasa efectiva d

Vi=N@-d)"

Subperiddica

Con tasa proporcional f/m

f nm

(1<m<o0) Con tasa equivalente d(m) V,=N(1- d(m))nm ?3)
Con tasa proporcional f V. =Ne ™

Continua ) (4)

(m—o0) Con tasa equivalente 6° V, =Ne™" 5)

En este cuadro las tasas d y f son numéricamente iguales.

2.4.6.2. Gréficos de los Valores Efectivos para “nm” variable
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2.4.6.2.1. Gréfico de los Valores Efectivos trabajando con tasas Proporcionales de Des-
cuento

il
-

Ow M

Resumiendo (1) <(2) <(4)

Al trabajar con tasas proporcionales, (manteniendo constante la tasa periédica nominal f)
a medida que aumenta la frecuencia de actualizacion, los valores efectivos crecen (ya que el
descuento se calcula sobre un nominal que se va actualizando) hasta obtener el Valor Efectivo
Maximo que corresponde a la actualizacion “continua”.

2.4.6.2.2. Grafico de los Valores Efectivos trabajando con tasas Equivalentes de Des-
cuento

Vi s

V_a. == N'(I Tt d)n

/fq = Ne*”"

&
k4

nm

Resumiendo (1) =(3) = (5)

Al trabajar con tasas equivalentes los valores efectivos son todos iguales. La diferencia
estd en la cantidad de puntos que se grafican sobre la curva que representa el valor efectivo.

Al actualizar periédicamente (m=1) s6lo se representan los puntos que corresponden a los
valores enteros del tiempo sobre el eje horizontal (nm). Cuando se actualiza 2 veces en cada pe-
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riodo (m=2) se representa el doble de puntos que en el caso anterior. Asi sucesivamente, se van
agregando puntos sobre la curva de valor efectivo a medida que aumenta m. El trazo continuo se
obtiene cuando se actualiza continuamente con la tasa periédica nominal instantanea 6.

Recordando que la tasa subperiddica equivalente d(z) se calcula por igualdad de valores
efectivos:

1-d = (1—d,)?
2Ja=d) =1-d,,
d,,, =1-3/1—d)

Y asi todas las demas tasas subperiddicas equivalentes.
Para la tasa nominal instantanea de descuento:

1-d=e”
Inl—-d)=-5".Ine
[6'==In(1-d)|

2.5. Refinanciacion de Deudas o Sustitucion de Documentos

Una aplicacion frecuente en el area financiera es la de refinanciar deudas sustituyendo
documentos emitidos por otros nuevos, cambiando alguna de las variables intervinientes (valo-
res nominales, fechas de vencimiento, etc.).

Cuando se emite una deuda documentada en varios pagarés suele ocurrir que dicha finan-
ciacion no pueda cumplirse y se decide refinanciarla reemplazando los documentos emitidos por
documentos nuevos de acuerdo con una nueva financiacidn pactada entre deudor y acreedor.
Esta refinanciacion se basa en “El Principio de Equidad Financiera” que dice:

“La suma de los valores efectivos de los documentos a reemplazar (viejos documentos)
debe ser igual a la suma de los valores efectivos de los documentos reemplazantes (nuevos do-
cumentos), al régimen de descuento pactado y a la tasa pactada”.

En simbolos:

V,+V, +V +. 4V, =V, + 4V,

donde:

Vj es el j-ésimo documento viejo a reemplazar (documento viejo) paraj = 1, 2,...t
V') es el I-ésimo documento reemplazante (documento nuevo) paral =1, 2,...k
Existen “t” documentos a reemplazar y “k” documentos reemplazantes.

Ejemplo:

Se emiten los siguientes documentos:
a) $10.000.- a 6 meses

b) $12.000.- a 7 meses

c) $15.000 a 8 meses

Si se refinancia la deuda librando un pagaré de $20.000 a 12 meses y otro pagaré a 3 me-
ses. Determinar el valor nominal de este segundo a la tasa del 3% mensual, de forma tal, que
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ambas operaciones resulten financieramente equivalentes. Aplicar los cuatro descuentos estu-
diados.

Tipo de Sustitucion de documentos
Descuento

Principio de Equidad Financiera: V,, +V, +V,. =V ', +V '},
g)r;nielr:m 10.000x(1-0,03x6) +12.000x(1—0,03x7) +15.000x(1—0,03x8) =

=20.000x(1-0,03x12) + N, x(1-0,03x3)
8.200+9.480+11.400 =12.800 + N,, x0,91

N = 29.080-12.800 _ $17.890,11

0,91
Principio de Equidad Financiera: V,, +V,, +V,. =V ', +V"',
M 10.000 12.000 15.000 20.000 N,,
Simple + + = +
(1+0,03x6) (1+0,03x7) (1+0,03x8) (1+0,03x12) (1+0,03x3)
8.474,58+9.917,36 +12.096, 77 =14.705,88 + %
N,, =(30.488,71-14.705,88) x1,09 = |$17.203, 28
Principio de Equidad Financiera: V,, +V, +V,. =V, +V ',
Racional 10.000x1,03° +12.000x1, 03" +15.000x1, 03 = 20.000x1, 03 * + N, x1,03®
Compuesto .
8.374,84+9.757,10+11.841,14 =14.027,60 + N, x1,03"°
N,, =(29.973,08-14.027,60) x1,03° =|$17.424, 06
Principio de Equidad Financiera: V,, +V,, +V, =V ', +V ',
comercial | 4 500x0,97° +12.000x0,97" +15.000x0,97° = 20.000x0,97*2 + N, 0,97°
Compuesto

8.329,72+9.695,79+11.756,15=13.876,85+ N, x0,97°

N, = 29.781, 66—133.876,85 _[$17.426.62
0,97

2.6. Aplicacién

En esta aplicacién se presentan algunas definiciones y ejemplos ya estudiados en mi ca-
rrera de grado.

Cuando se presentd el tema de sustitucion de documentos (punto 2.5. de este capitulo) se
plante6 una “equivalencia financiera” entre dos “valores financieros globales”.

Se define como “valor financiero global” de un conjunto de pagos/cobros a la suma de
todos esos pagos/cobros contemporizados en un mismo momento calculatorio, al mismo régi-
men de contemporizacién y a la misma tasa. En alguna bibliografia se lo suele encontrar como
“valor de conjunto de capitales”.

Haciendo referencia a estos dos conceptos (refinanciacion de deudas y valor finan-
ciero global), se define “vencimiento comin” y “vencimiento medio”.
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Si un conjunto de documentos es reemplazado por un Unico documento, se habla de
vencimiento comun de todos esos documentos a un determinado régimen de contemporizacion.
Evidentemente la incognita puede ser:

e el valor nominal del Unico nuevo documento dado el vencimiento com(n o bien

e el vencimiento comun del nuevo documento dado su valor nominal.

Ejemplo 1: la incégnita es el valor nominal del nuevo documento: se tienen un do-
cumento en cartera de $3.000.- a 2 meses y otro de $6.000.- a 4 meses. Determinar el valor no-
minal del documento que los sustituya siendo su vencimiento comin a 6 meses y considerando
una tasa de descuento del 3% mensual con actualizaciones mensuales.

N x 0,97° = 3.000 x 0,97> + 6.000 x 0,97*

Ejemplo 2: la incognita es el vencimiento del nuevo documento: se tienen un do-
cumento en cartera de $3.000.- a 2 meses y otro de $6.000.- a 4 meses. Determinar el venci-
miento comdn del nuevo documento de $11.000.- que los sustituye considerando una tasa de
descuento del 3% mensual con actualizaciones mensuales.

11.000 x 0,97" = 3.000 x 0,972 + 6.000 x 0,97*
In = 9,907884 meses = 9 meses y 27 diag

El vencimiento medio es un caso particular del vencimiento comun ya que el valor
nominal del nuevo documento es la suma de los valores nominales de los documentos a reem-
plazar, a un mismo régimen de contemporizacion y a la misma tasa. Evidentemente la Unica
incégnita posible es el tiempo de vencimiento sin necesidad de expresar el valor nominal del
nuevo documento.

Calcular el vencimiento medio en el ejemplo anterior.

9.000 x 0,97" = 3.000 x 0,97% + 6.000 x 0,97

In = 3,3197 meses = 3 meses y 10 dias|  siempre Nminimo < Vt0. Medio < Nmaximo
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2.7. EJERCITACION CAPITULO II

1.- ;Cudl es el descuento comercial simple que sufre un documento de $5.000.- que vence el 10
de noviembre si es descontado el 5 de agosto al 84% anual? Justifique por qué el descuento
no es racional y cual es la tasa anual de interés simple equivalente que resulta. Operar con
afio calendario.

a) Célculo de los dias: Agosto 26 dias
Setiembre 30 dias

Octubre 31 dias

Noviembre 10 dias

Total 97dias

D, = Nxd xn = 5.000x0,84x% =|1.116,16
b) No es racional porque el valor efectivo colocado al 84% anual durante 97 dias a interés
simple NO reproduce el nominal de documento.
V,=N-D, =5.000-1.116,16 = 3.883,84

M, = 3.883.84(1+ o,sm%} =14.750,84 = 5.000|

c) La tasa anual de interés, a interés simple, equivalente a la de descuento enunciada es:

5.000=3.883,84| 1+1i, 7
365

I, =1,0814 anual

2.- ¢Qué descuento comercial simple sufrié un pagaré que vence dentro de 64 dias si realizada
la operacion al 96% anual de descuento produjo un valor efectivo de $17.866,-? Calcular,
ademas, el nominal del documento operando con afio calendario.

V,
V = N 1—d N = 1
1 =N(1-d.n) (1-d.n)
V. V,~V,(l-d.n) V,-V,+V,dn Vdn
D.=N-V = 1 _V:1 1 S —_1 1 17s 1~s
' " (1-d,n) 7 (1-d;n) (1-d,n)  (1-dn)

17.866XO,96Xﬁ

D, = 64365 -

1-0,96x—

365
N =V, + D, =17.866 +3.616,05={21.482,05| = V, _ 17.866

(1-din) 5 0,96x
365

3.- ¢A qué tasa mensual de interés fue descontado racionalmente a interés simple un documento,
9 meses antes de vencer, para que el descuento represente el 40% del valor nominal?

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzalez 103



Capitulo Il — Operaciones Financieras de Actualizacion. Descuento

D, =0,40N
N'fn =0,40N i;n=0,40(1+i.n)
1+in

9i,=0,40+0,40.i.9 9i,=0,40+3,6i,  5,4i =0,40
i, =0,074074 mensual|

4.- Se descuentan comercialmente a interés simple dos documentos que vencen a los 15 y 25
dias de la fecha de la operacion. La diferencia de los descuentos es de $187,50 y el valor
efectivo del documento que vence a los 25 dias es el 44,7368% mayor que el del documento
que vence a los 15 dias. ¢Cudl es el valor nominal de cada documento si la tasa de descuento
es del 10% mensual?

D, - D, =187,50

Vlbxo,loxg meO,lOXE

5 1350 ~187,50
1-0,10x— 1-0,10x—
30 30

como  V, =1447368xV,, yreempazando

1,447368XV,,X0,10x 2>V, x0,10x 2>
- 30 _ 1350 =187,50 V,, (0,1315789-0,0526316) = 187,50
1-0,10x — 1-0,10x —
30 30
V,, =2.375.—
V,, =1,447368xV,, =3.437,50
Ny, = Vi 15 =12.500.
1-0,10x >
30
N, =— b _[3750. Verif;  312,50-125=187,50
25
1—0,10x%

5.- Un documento vence dentro de 73 dias. Si se descuenta comercialmente al 93% anual el
descuento excede en $2.100,27 al que corresponde a un descuento racional a interés simple.
Determinar el valor nominal del documento operando con afio calendario.

D, - D,  =210027
Ndn - D 50097
1+in
7a 0,03
N| 0.93x; —-——385 12210027 N(0186-0,15682968) = 2.100,27
365 1,0,03x."2
365
NX0,029170 = 2.100, 27 N = 72.000.—

Verif : 13.392-11.291,73 = 2.100, 27
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6.- ¢Cuénto tiempo resta para que 2 documentos de $8.400,- y $12.000,- descontados racional-
mente a interés compuesto al 5% y 10% bimestral respectivamente, igualen sus valores ac-
tuales? Operar con afio comercial.

V3a =V3b
8.400 _ 12.000
1,05" 1,10"
1,10 _ 12.000 110 _ 12.000 1,047619" =1 428571
1,05" 8.400 1,05 8.400

nlog(1,047619) = log(1, 428571)
|n =7,6671286 bimestres = 7 bimestres y 40 dias

7.- Se descontaron 2 documentos que vencen dentro de 8 y 12 meses recibiéndose $3.486,60. Se
aplicd la tasa de interés del 8% bimestral en régimen de interés compuesto con actualizacio-
nes bimestrales. El valor nominal del documento que vence a los 12 meses supera al valor
nominal del documento a 8 meses en $1.200,-. ;Cudl es el valor escrito de cada documento?

\ + Vy, =3.486,60 sabiendo que: N, = N,, +1.200
N, x1,08*+ N, x1,087° = 3.486,60
N,,x1,087 +(N,, +1.200) x1,08™° = 3.486,60
N,,x1,08* + N,,x1,08° +1.200x1,08° = 3.486, 60
N;, (1,087 +1,08*) =3.486,60-1.200x1,08"°
IN;, =2.000.—| [Ny, =N, +1.200=3.200.—|  Verif: 1.470,06+2.016,54 =3.486,60

8.- Se descontd un pagaré de $6.672,05 5 meses antes de vencer con descuento racional a interés
compuesto. El importe descontado fue de $2.172,05. Durante los 3 primeros meses la tasa de
interés fue 9% mensual y luego se modificé. Determinar:

a) La tasa de interés utilizada para los 2 meses restantes.
b) La tasa de descuento equivalente a esta Gltima.

a) V, = N - D, = 6.672,05-2.172,05 = 4.500
4500 = 6.672,05x1,09°x (1+i,) *

I, =0,07 mensual

) lti=——  l-d=—— |d =0,065420 mensual |
1-d 1,07

9.- Una entidad financiera descuenta documentos al 73% anual cobrando una comision del 1%
sobre el nominal del documento. Si ademas cobra el 1% de impuesto de sellos provincial so-
bre el valor nominal, determinar el valor recibido por un documento de $15.070.- durante 67
dias, considerando afio calendario. Calcular, ademas, la tasa de costo financiero total anual
(que incluye gastos) operando con:

a) descuento comercial a interés simple,
b) descuento racional a interés simple,
c) descuento racional a interés compuesto con tasa de interés anual actualizando anualmente.
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d) descuento racional a interés compuesto con tasa de interés anual actualizando mensualmente.
e) descuento racional a interés compuesto actualizando continuamente.

f) descuento comercial a interés compuesto con tasa de descuento anual actualizando anualmen-
te.

g) descuento comercial a interés compuesto con tasa de descuento anual actualizando mensual-
mente.

h) descuento comercial a interés compuesto con tasa de descuento anual actualizando continua-
mente.

a) V, = N (1-d,n)—Comisién — Impuesto

V,=15.070 (1— 0, 73%) —15.070x0,01-15.070x0,01=|12.749, 22

67
15.070=12.749,22(1+i)%s  |i=1,486961 anual|

b) V, = ———Comision — Impuesto
1+in
V. —ﬂ—ﬁ 070x0,01-15.070x0,01=(12.987,84
27— 67 . y . y — . y
1+ 0,73x%

67
15.070=12.987,84(1+i)%s  |i=1,248000 anual|

c) V, = N(@+i)™" —Comision — Impuesto
67

V,=15.070x4, 73 % —15.070x0,01-15.070x0,01 = [13.326,13

67
15.070=13.326,13(1+i)%s  |i=0,954162 anual|

d)V,=N (1+%) —Comisién — Impuesto

67 365

365 30

V,=15.070x| 1+ % —15.070x0,01-15.070x0,01=1{12.929, 72
30
67

15.070=12.929,72(1+i)%s  |i=1,303603 anual|

e) Vs = Ne " — Comision — Impuesto
67

V,=15.070xe 5 —15.070x0,01—15.070x0,01=[12.878, 67

67
15.070=12.878,67(1+i)*s  |i=1,353788 anual|
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f) V, =N (1-d)" — Comision — Impuesto
67

V,=15.070x(1-0,73)3es —15.070x0,01-15.070x0,01 = [11.549,01

67
15.070=11.549,01(1+i)%s  |i=3,261766 anual|

gV,=N (1—%) —Comision — Impuesto

67,365
365 30

V,=15.070x 1-%’T753 ~15.070x0,01-15.070x0,01=[12.823,58
30
67

15.070=12.823,58(1+i)%s  |i=1,409404 anual|

h) V4 = Ne~™ — Comisién — Impuesto
67

V,=15.070xe 5 —15,070x0,01-15.070x0,01=[12.878,67

67

15.070=12.878,67(1+i)*s  |i=1,353788 anual|

10.- Al descontar un documento 28 meses antes de vencer se recibe el doble de lo que se hubie-
ra recibido si se lo descuenta 45 meses antes de vencer. Determinar a qué tasa de descuento

mensual se efectud la operacion si se actualizdé mensualmente. Calcular, ademas, las tasas
anuales nominal convertible y efectiva de descuento.

N(1-d)*®=2N(1-d)" 1=(1-d)*"  1=(1-d)"
gt =1-d d=1-yf  [d=0,039953 mensual]

fm = 0,039953x12 = |0,479436 anual nominal convertible|
1-d=(1-0,039953)"  [d =0,386930 anual efectiva|

11.- Un pagaré de $3.500.- fue descontado 9 meses antes de su vencimiento. El importe descon-
tado fue $426,47. En los primeros 6 meses se aplicé la tasa de descuento del 1,50% mensual
actualizando mensualmente y luego fue modificada. Determinar:

a) la tasa de descuento mensual empleada en los 3 meses restantes.
b) la tasa de interés mensual equivalente a la obtenida en a).

a) V, =N - D, =3.500— 426,47 = 3.073,53
V,=N(1-d,)*(1-d,)®  3.073,53=3.500x0,985°x(1~d,)’
|d, =0,013 mensual|

b) i= d __00I3 =10,013171 mensual|
1-d 1-0,013

12.- Dada la tasa de descuento nominal del 90% anual, calcular la tasa de descuento efectiva
anual considerando actualizacion:
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a) anual,

b) semestral,

C) bimestral,

d) mensual y

e) continua.

Operar con afio comercial.

f = 0,90 anual nominal constante. Enfoque de Proporcionalidad

1-d :(1-% d :1_(1_1J
m m

a) [d = f =0,90 anual efectiva] (m=1)

0,90’ :
byd =1- 1—7 =10,6975 anual efectiva| (m=2)

0,90 .
c)d=1- 1—T =10,622850 anual efectiva| (m=6)

12
d)d =1—(1—%) =10,607625 anual efectiva| (m=12)

e)l-d=e'  d=1-e'=1-e°%=|0,593430 anual efectiva minima| (m —> o)

13.- Dada la tasa de descuento efectiva del 80% anual, calcular la tasa de descuento nominal
convertible anual considerando actualizacion:
a) anual,
b) semestral,
c) bimestral,
d) mensual y
e) continua.
Operar con afio comercial.

d = 0,80 anual efectiva constante. Enfoque de Equivalencia

1-d =(1_h]m i =(1-¥2=d)m

m

a)|f,=d=0,80anual| (m=1)

b) 5 = (1—%/1—0,80)2 =[1,105573 anual nominal act. semestralmente|  (m=2)

¢) fe) = (1— §1-0, 80)6 =[1,411653 anual nominal act. bimestralmente| ~ (m = 6)

d) fyp = (1—13/1—0,80)12 =[1,506177 anual nominal act. mensualmente| ~ (m=12)

e)l-d=e"’ §=-In(1-d)= |1, 609438 instantdnea nominal act. continuamente| (m — )

14.- Dada la tasa de descuento f(365/60)= 0,90 anual, hallar:
a) la tasa de descuento anual efectiva,
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b) la tasa de descuento para 90 dias equivalente a la del punto a) y
c) la tasa instantdnea anual de descuento.

es proporcional| a la tasa periodica nominal| f,

f
o (m) _ m
d,, tasasubperiodica dim = Y | fmy =dmX

equivalente

es equivalente| a la tasa periodica efectiva| d
1-d =(1-d,)

d=1-(1-d,)" Ay =1-Y1—d

f(%s) = 0,90 anual nominal act. cada 60 dias
60

f)" f)
1-d =(1—ﬂJ d =1—(1—ﬂ]
m m

365
60

0,90
365
60

a)d =1-|1 =(0,622418 anual efectiva

365

b) 1-d=(1-d, )"  1-0,622418= [1—d[365jjgo

90
365

d(sesj =1- %/1-0,622418 =(0, 213495 anual nominal act. cada 90 dias|

90

c)l-d=e”* o =—In (1— 0, 622418) =0,973967 instantanea nominal act. continuamente
o >f, >d

15.- Un capital de $140.000.- cancelable dentro de 2 meses posee un valor actual de
$136.270,60. Operando con descuento continuo, determinar:

a) la tasa instantanea de descuento mensual de la operacion y

b) la tasa mensual efectiva de descuento.

c) la tasa de costo efectiva anual.

a)V, =Ne " 136.270,60=140.000¢ 2 150:2710.60 o2
140.000

0,973361=e?"  In(0,973361)=-25' |5 =0,0135 mensual|

byl-d=e? d =1-e""%*=]0,013409 efectiva mensual

C)1+i=e"*  i=e"%_1-10,175860 efectiva anual de costo
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16.- Determinar donde es mas conveniente para el beneficiario de un pagaré descontarlo, si pue-
de optar entre:
Banco X: aplica la tasa de descuento del 12% para 45 dias.
Banco Y: enuncia la tasa de descuento nominal anual del 95% actualizando cada 60 dias.
Banco Z: anuncia la tasa instantanea de descuento del 102% anual nominal.
A los fines de la comparacion, determinar las tasas anuales de descuento, trabajando con

ano calendario.
365

X: 1-d =(1—d(m))m 1-d=(1-0,12)#  [d =0,645438 anual efectiva|

365
60

f m
Y:il-d=|1--2 1-d=[1-2% [d = 0,644039 anual efectival
m 365
60
Z:1-d=e” d=1-e7 =1-¢™® |d = 0,639405 anual efectiva|

|Orden de preferencia: c), b) y a)|

17.- Un pagaré de $64.000.- descontado 4 meses antes de su vencimiento arroja un valor actual
de $47.464,82. Determinar:
a) ¢A qué tasa de descuento mensual se efectu6 la operacion si se actualiza mensualmente?
b) ¢Cudl es la tasa de descuento efectiva anual que corresponde a la obtenida en a)?
c) ¢Cual es la tasa de interés efectiva anual de costo que corresponde a la tasa de descuento
obtenida en b) ?

a)V,=N(1-d)"  47.464,82=64.000(1—d)"
d =0,072 mensual|

b) 1-d =(1-d,, )’ d=1-(1-0,072)° [d=0,592079 anual efectiva]

d _ 0592079
1-d  1-0,592079

c) i= =[1,451455 anual efectiva

18.- Determinar la tasa efectiva de costo anual de los ejercicios de esta préactica:

a)1.-
b) 3.-
c)7.-
d) 10.-
o1 o 1 . :
a) (1+)' = (Lo = ————o— i =1,587159 anual efectiva de costo|
1-dyxn 1-0,84x
365
b) (1+i)' =1+ixn (1+)"" =1+0,074074x9  [i=0,976051 anual efectiva de costo|
¢) 1+i=(1+i,) 1+i=108"  [i=0,586874 anual efectiva de costo]
d) 1+i=(1-d,,)"  1+i=(1-0,039953) *  [i=0,631136 anual efectiva de costo|
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19.- Convenimos descontar un documento de $11.400.- a la tasa de descuento del 78% anual,
actualizando mensualmente. Si nos descontaron $4.741,17, determina:
a) ¢Cuantos meses antes de su vencimiento se descont6 el documento?
b) ¢Qué tasa anual efectiva de descuento se origind, considerando afio comercial?
c) ¢Cual fue la tasa instantanea de descuento anual?
d) ¢Cuél es la tasa efectiva de costo anual? Verificar

a)V,=N-D,=11.400-4.741,17 = 6.658,83

f nm nm
v, N (1_ﬂJ 6,658,83:11.400[1_%j

m

f m 12
b)l1-d=|1--2 d :1—(1—%j
m 12

|d =0,553584 anual efectiva

c)l-d=e”  1-0,553584 =1-¢° |5'=0,806505 nominal anual|

: Fim ; : 0,78\ .
di+i={1-—2 1+i= (1—i—2j li =1,240065 efectiva de costo]
m

20.- En la fecha vence una obligacion de $7.083.- y se refinancia por las siguientes obligacio-
nes: $3.000.- que vencen dentro de 2 meses y $6.000.- que vencen dentro de 4 meses. De-
terminar a qué tasa de descuento mensual se realizd la sustitucidn si se actualizé mensual-
mente. ¢Y si se operara en descuento Comercial Simple?

a) V=Vl' +V2'
7.083= 3.000(1— d )2 +6.000(1— d )4
haciendo un cambio de variable X =(1-d )2 nos queda
7.083=3.000X +6.000X > aplicando la resolvente ~ aX*+bX +c=0

_—b+-%b* —4ac

6X2+3X -7,083=0  X,,
* 2a

a=6 b=3 c=-7,083

X =(1-d)’ =0,864899

despejando d :1—%/0,864899 =10,07 mensual
b) 7.083=3.000(1-d,x2)+6.000(1-d,x4)
7.083 =3.000-6.000d, +6.000—24.000d,
30.000d, =9.000—-7.083=1.917 d, =0,0639 mensual

21.- Una deuda de $9.300.- que vence dentro de 6 meses se refinancia mediante la entrega de 3
pagarés de igual valor nominal con vencimientos dentro de 9, 12 y 15 meses de la fecha de
refinanciacién. ;Cudl es el valor nominal de cada documento si se utiliza tasa de descuento
del 3% mensual actualizando mensualmente?
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9.300(1-0,03)° =
9.300(1-0,03)°

(1-0,03)’ + N (1-0,03)" +N (1-0,03)"

N
N [(1—0,03)9 +(1-0,03)" + (1_0’03)15}

22.- Tenemos en cartera 2 documentos de $3.000.- y $4.000.- que vencen dentro de 8 y 12 me-
ses respectivamente. Deseamos saber cuando vencera el documento que los sustituya si se
aplica descuento racional a:

a) interés compuesto con actualizaciones mensuales a la tasa de interés del 2% mensual y el
nuevo nominal es de $7.690,88.
b) interés simple.

a) 7.690,88x1,02" = 3.000x1,02"°+ 4.000x1,02*

n =15 meses

p 690,88 3000 4000
(1+0,02n)  (1+0,02x8) (1+0,02x12)

In=16 meses y 5 dias|

23.- Una deuda de $5.100.- que vence dentro de 1 mes se refinancia mediante la entrega de 3
pagarés de igual valor efectivo con vencimientos a los 2, 3 y 5 meses de la fecha.

a) ¢Cuales son los valores nominales de cada documento si se utiliza una tasa de descuento
del 20% cuatrimestral con actualizaciones mensuales?

b) ¢Cudl es la tasa de descuento efectiva anual?

c) ¢Cual es la tasa de interés efectiva anual de costo?

d) ¢Cudl es la tasa de interés mensual?

0,20

1
a) 5.100(1—7] —V 4V 4V =3V v 2845

=1.615

1.615 1.615

N, =————=[1.789,47|; N, =———"——_=[1.883,66| ; N3=L55=2-087,15

1 2 3
(1_ 0,20) (1_ 0,20) (1_ 0, 20)
4 4 4
f m 12
b)1-d =(1—ﬂJ d :1—(1—@]
m 4

|d =0,459670 anual efectiva

d  0,459640

c) i= =
1-d 1-0,459640

=10,850618 anual efectiva|
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d) L+i=(1+iy)"  (L+ig, )12 =1,0850618 i, —0,052632 mensual

Otra forma: i =—"—=0,052632 mensual

(m) = 1-d

24,

Se descuentan dos documentos de $7.000 y $4.000 a la tasa de descuento del 24% anual
actualizando bimestralmente, recibiéndose en total $9.394. Sabiendo que al 2° documento
le faltan 4 meses para vencer, hallar cuanto tiempo antes de vencer se descont6 el 1° docu-
mento. Hallar la tasa efectiva de descuento anual que genera el mismo rendimiento que la
nominal enunciada.

a) 9.394 = 7.000(1-0,04)" +4.000(1-0,04)"

In =5 bimestres|
b)1-d=(1-0,04 )’ [d =0,217242 anual efectival

25.- Dada la tasa de descuento efectiva del 70% anual calcular, considerando afio comercial
a) la tasa nominal de descuento anual actualizando semestralmente,
b) la tasa nominal de descuento anual actualizando bimestralmente,
c) la tasa nominal de descuento anual con actualizacién continua,
d) la tasa efectiva de interés anual,
e) la tasa nominal de interés anual capitalizando semestralmente,
f) la tasa nominal de interés anual capitalizando bimestralmente y
0) la tasa nominal de interés anual con capitalizacion continua.
Ordenar las tasas en forma decreciente a su valor numérico.

a) f,) = (1— 310, 70) 2 =/0,904555 anual nominal act. semestralmente|  (m = 2)

b) fe = (1—2/1—0,70)6 =[1,090867 anual nominal act. bimestralmente| ~ (m = 6)

¢) 8'=-In(1-0,70) =|1,203973 anual nominal act. continuamente| (M — o)

d i=— d _070 —— =|2,333333 anual efectiva|

1-d 1-70

e)1-d=(1+%]m j(m)=[(-m—_d)—1}m j(2)=[(‘\2/m)—1}2

j(z) =1,651484 anual nom. capitalizando semestralmente

f) ) :[< §1-0,70 ) } = |1,333271 anual nom. capitalizando bimestralmente|
o

g)e’=(1- d)

=-In(1-d)=-In(1-0,70) = |1 203973 anual nom. capit. continuamente

I >y > g >0 =0">fg >f, >d
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CAPITULO 111
Principio Genético del Rédito

\\\ 'y

el
Cdlculo Integral

3.1. Introduccion.

3.2. Teoria General del Interés.
3.2.1. Formula General de Capitalizacion.
3.2.1.1. Introduccion.
3.2.1.2. Aplicacion a los distintos Regimenes de Capitalizacion.
3.2.2. Formula General de Actualizacion.
3.2.2.1. Introduccion.
3.2.2.2. Aplicacion a los distintos Regimenes de Actualizacion.

3.3. Aplicaciones a Operaciones Financieras Compuestas.
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PRINCIPIO GENETICO DEL REDITO

3.1.Introduccién

Para que un capital produzca intereses necesariamente debe transcurrir el tiempo. El rédi-
to o interés es una funcion dinamica del capital. Los intereses se generan en el campo continuo
(no discreto) si bien, muchas veces, se capitalizan en ciertos intervalos de tiempo.

Si se simboliza con §() a la tasa instantanea de interés que representa el interés producido
por una unidad de capital al cabo de un periodo capitalizando instantaneamente:

$1.- en 1 periodo produce J

fy  en1periodo produce fu &
fo en _dt producira fp O dt

intervalo infinitesimal
La expresion anterior representa el incremento experimentado por un capital f en un in-
tervalo infinitésimo dt a la tasa instantanea 8. Esta ecuacion diferencial se simboliza:

|df(t) = fu g dd

y recibe el nombre de “Principio Genético del Rédito”.

3.2. Teoria General del Interés

Si bien en el orden practico los intereses se determinan y capitalizan al final de determi-
nados intervalos prefijados, en la realidad financiera la generacidn de los mismos es continua.
Gréaficamente:

fit)

-~
Valor final)
flt=Lt)
OF(t) =F{t=0t)-f{ 1)
f(1)
At R
t{tiempo)
0 t t+At
Si Af = fu . —fy estavariacion referida a la unidad de tiempo es
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Af f —f . .
O _ @2 ®  (cociente incremental)
At At
Para analizar esta variacion en un intervalo infinitesimal
lim 20 _ jim Je ~

At—0 At At—0 At

Por definicion de derivada (incremento de la funcién fy) sobre el incremento de la variable
independiente cuando At—>0)
Af B df,, _ ¢

A0 At dt ®
Para expresarlo en una unidad de capital debo dividir por fy

df f
— O — __®jnterés ganado por unidad de capital en un intervalo infinitesimal.

f(t)dt ®

Ahora bien, despejando dyde la ecuacion del principio genético del rédito:

. . df e .
Siendo dfyy = fp o dt y despejando &, = fi que coincide con el primer
)
miembro de la expresién anterior.
Luego, esta es la expresion de la tasa instantanea de interés aplicable a cualquier régimen
de interés:

f 1
S = (t)
(t) f
(1)

3.2.1. Formula General de Capitalizacion
3.2.1.1. Introduccién

Por el principio genético del rédito:
dfy = oy Op dt o _
0 = fo do dty TN O dt
()
Para calcular los intereses producidos en el tiempo total, se integra a ambos miembros de
la igualdad precedente entre 0 y n

n df n
® _
I f(:) B !Qt)dt ¥

0

(90 _in £, p=in f,, —In fo, =In| <00 | = 5, dt
Jf =Infy lo=Inf ~In g = T —J ®
0 (1) (0) 0
por (1)
f(n) :ecjf(t)dt
f(o)
Z(S(t)dt
foy = fiye Férmula General de Capitalizacion
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3.2.1.2. Aplicacién a los distintos Regimenes de Capitalizacion
3.2.1.2.1. Régimen de Interés Simple

Considerando la funcion de t

f(t) =1+it f! i
£ Sy =—2L = &, = —— la tasa instantanea de interés resulta variable
®

y decreciente.

_i O
=1 fo
Trabajando el exponente en la formula general de capitalizacion

[ 5,0t = j1+'—itdt = In(L+it) ['= In(L+in) — In(1+i0) = In(1+ in)
0 0

Reemplazando en f(
_ In(1+in)
foy = T

fi) = oy (M)

3.2.1.2.2. Réqgimen de Interés Compuesto

Considerando la funcion de t

fy = @+i)’ f'
] ) 0 = ® — §=In(l+1i) la tasa instantanea de interés re-
f'y=@+i).In+i) fo

sulta independiente del tiempo, es una constante, por lo tanto, se simboliza 6.
n n
[sdt=5[dt=5t[;=on-50=0n
0 0

Reemplazando en f(,

Reemplazando & por su igual

5 =In(l+i)

. _ on _ In(L+)n _ Inf ()" | \n

f

o = fo@+)’

3.2.2. Formula General de Actualizacién
3.2.2.1. Introduccién

Partiendo de la férmula general de capitalizacion

n
J&(tydt

foy = f(o)e0 despejando
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f —jamdt
__m _
fo==—=Twe "’
[ 5t
eO
0
[ Syt
f = f en , . .,
(0) (n) Férmula General de Actualizacion

3.2.2.2. Aplicacion a los distintos Regimenes de Actualizacién
3.2.2.2.1. Descuento Comercial a Interés Simple

Considerando la funcion de t
d
f(t) :(1—d.t)’l 5 _ fl(t) 5 _ (1—dt)2 ~ d
Ol %= 1 T dt

() —_

f'o =—(L-dt)2(-d)
1-dt

0 0
—d
J.é(l)dt = —jm dt =—In(l—d.t)’=—[In(1-d0) - In(L-dn)] = In(1-dn)
Notese que en el primer paso se multiplica por -1 dentro y fuera de la integral para obte-
ner la derivada de la funcion del denominador. Reemplazando en fo

_ In(1-dn)
foy = fme

foy = finy(@—dn)

3.2.2.2.2. Descuento Racional a Interés Simple

Considerando la funcion de t
f.,=(+it) £ :
(t) - } 5 :Aj 5({) _ |

fly =i O 1, 1+it
; i . . . .
j@odt:fi:TEdt:hK1+n)ﬁ:Ina+40)—lna+4n):—4na+4n)

Reemplazando en f

—In(1+in) __ (n)

f(O) = f(n)e gt
fo— f(n)
O 1+in

3.2.2.2.3. Descuento Racional a Interés Compuesto

Considerando la funcion de t
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fo=@A+i) fr
. . [ Oy =—+L=&=In(l+i) latasa instantanea de interés no
f'y, =@+i) In(L+i) fo

depende de t, es constante, y se simboliza d.
0 0
j5dt =5jdt =5 t['=50-5n=-5n
Reemplazando en f)

-on f( )
=fne " =—r

e

f(O)

_ -on
fo =18

Reemplazando & por su igual:

o =In(1+i) seobtiene

f (n) m _ (n) _ (n)

(0) _eW o gln@+in o eln[(l”)n] - (1+I)n

fo="1, @+

3.2.2.2.4. Descuento Comercial a Interés Compuesto

Considerando la funcion de t

fo = @-d)" f
' L 5 =—2 = 5'=—In(l—d) la tasa instantanea de
£y =(-d)" In(—d).(-1)

(t)
f(t)
descuento resulta independiente del tiempo y se simboliza 6’

0
ja"dt =5'=5'0-8'"n=-5'n
Reemplazando en f(g)

f
_ -5'n _ (n)
fo=Twe"" = o

fo=f e°"

(n)*

)

Reemplazando &’ por su igual:

5'=—In(1l—d)
Se obtiene
: f f In[ @-d)" |
_ =sn _ () _ (n) _ _ n
foy = fwe™" = g gl fme = fn(@-d)

fo = finy@—d)"
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3.3. Aplicaciones a Operaciones Financieras Compuestas

Este capitulo del libro tiene como objetivo realizar una aplicacion de los temas desarro-
llados en la matematica y el andlisis matematico, donde la sumatoria del campo discreto (Mate-
matica 1) se convierte en una integral en el campo continuo (Matematica I1).

1- Se desarrolla el valor final de una renta compuesta por n cuotas vencidas (imposicion).

Recordando la Formula General de Capitalizacion obtenida en el punto 3.2.1.1.

Ns . . dt
ejo ®

f f Formula General de Capitalizacion

m = o

€6 99

Se aplica dicha férmula para encontrar el valor final de cada una de las “n” cuotas venci-
das. Se simboliza con fg a la cuota constante y vencida. La primera cuota se integra desde el
periodo 1 hasta el periodo n, la segunda cuota desde el periodo 2 hasta el periodo n y asi sucesi-
vamente hasta la Ultima cuota que se ubica en el momento n.

Cuando se desarrolld el punto 3.2.1.2.2. para Régimen de Interés compuesto en operacio-
nes simples o singulares se determind que la funcion a integrar (exponente de la formula general
de capitalizacidn) era constante e igual a la tasa de instantanea:

5 _ f'm:(1+i)‘.|n(1+i)
© fo (1+i)t

Luego, se integro esta funcion (constante) en el campo de variacion (de 0 a n) y se reem-
plazé dicha integral en la Férmula General de Capitalizacion y se obtuvo la formula de monto
compuesto.

Ahora, en el caso de una renta se calculan “n” integrales, una para cada cuota y cada una
de ellas por el tiempo de capitalizacion que corresponda:

=In(l+i)=0

Para la primera cuota: Ln odt=ot|/=0.(n-1)
Para la segunda cuota: Ln odt=0t],=6.(n-2)

Para la tercera cuota: Ln odt=ot)3=06.(n-3)

Para la pendltima cuota: J'nfl&dt =58t =01

Para la Ultima cuota: _[: odt=0ot]1=06.0

Y reemplazando cada una de las n cuotas capitalizadas en la Formula General de Capita-
lizacidon (como suma de valores finales individuales) se obtiene:

_ §(n-1) §(n=2) 52 51 50
foy=f0€" 7+ fge™ 7ot £+ fg 6™ + fe

foy=f

fy =T

) [ed(n_l) +65(n_2) +...+e52 +e‘” +e5°} dentro del corchete se invierte el orden de los términos

0 [950 +e51_|_e52 +ll'+e6(n—2) +e5(n—1):|
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En el corchete se observa la suma de términos de una progresion geométrica de razon

S5 . . -z o
€y recordando que la suma de términos de una progresion geométrica es:

g =& qq siendo q >1
Se obtiene:
N 1
fy = f(O)-1'5— recordando que ~ O=IN(1+1) y reemplazando
e —
¢ gon -1, eN@d+hn g g
MO @ n@+i) ;@ 14i-1
-\ N _
fm = T (1+|? -
|

2- En esta segunda aplicacion se desarrolla el valor actual de una renta compuesta por n
cuotas vencidas (amortizacion).
Recordando la Formula General de Actualizacion obtenida en el punto 3.2.2.1.

195, dt

fo = e ® Formula General de Actualizacion

©)

Se aplica dicha férmula para encontrar el valor actual de cada una de las ““n” cuotas ven-
cidas. Se simboliza con f) a la cuota constante y vencida. La primera cuota se actualiza desde
el periodo 1 hasta el periodo 0, la segunda cuota desde el periodo 2 hasta el periodo O y asi su-
cesivamente hasta la Ultima cuota que se actualiza desde el momento n al momento 0.

Cuando se desarrollé el punto 3.2.2.2.3. para descuento Racional a Interés compuesto en
operaciones simples o singulares se determiné que la funcion a integrar era constante e igual a la
tasa de instantanea de interés:

] A\t .
L :(1+|) An(1+i)
A\t
f(t) (1+ |)
Luego se integrd esta funcion (constante) en su campo de variacion (de n a Q) y se reem-
plazé dicha integral en la Formula General de Actualizacion.

Ahora, en el caso de una renta se calculan “n” integrales, una para cada cuota y cada una
de ellas por el tiempo de actualizacion que corresponda:

Oy =

= InL+i)=5

Para la primera cuota: LO sdt=06t)=05.(-)
Para la segunda cuota: LO Sdt=6t)=05.(-2)
Para la tercera cuota: LO Sdt=61t[=05.(-3)
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Para la pendltima cuota: I:&dt =6t ,=5.(-(n-1)
Para la ltima cuota: Io&dt =5t[=6.(-n)

Y reemplazando cada una de las n cuotas actualizadas en la Formula General de Actuali-
zacion (como suma de valores actuales individuales), se obtiene:

—f @0 5(-2) 5(~(n-2)) 5(~(n-) 5(-n)
foy="fne” ~ + 18" 7+t fe + e + e

foy = fy [e5 (D 40D 4| 4ot (72) | @0 D) 4 oo (‘“)}

En el corchete se observa la suma de términos de una progresion geométrica de razén
e’y recordando que la suma de términos de una progresion geométrica es:

1-1+i)™"

1_ n
Sp =& l—qq ya que g<1
Se obtiene:
_,—on
fo) = f(n)-ea(_l)-ll_ev recordando que o=In(l+i) y reemplazando
—_(1+i)y™" _ 14y _.n-h
fo = fo@+D)" D =T 1- i) =T l. ) By f
1-@+iyt) i+ 1 1+i | 1+i-1 i
1+i 1+i

1-@+i)™"
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CAPITULO IV
Rentas con Cuotas Constantes

4.1. Definicion.
4.2. Elementos de una Renta. Epoca inicial, época de valuacion y época final.
4.3. Clasificacion.

4.4. Rentas Ciertas y Temporarias.
4.4.1. Rentas Inmediatas 0 Amortizaciones.
4.4.2. Calculo de la tasa de interés aplicando tanteo financiero e interpolacion lineal
4.4.3. Imposiciones o Rentas de Ahorro.
4.4.4. Relaciones entre funciones financieras plurales.
4.4.5. Rentas Diferidas.
4.4.6. Rentas Anticipadas.
4.4.7. Relaciones entre Rentas Temporarias.
4.4.8. Férmula General Unificada para Rentas Ciertas y Temporarias.

4.5. Rentas Perpetuas o Perpetuidades.
4.5.1. Rentas Perpetuas Inmediatas.
4.5.2. Rentas Perpetuas Diferidas.

4.5.3. Rentas Perpetuas Anticipadas.
4.5.4. Relaciones entre Rentas Perpetuas.

4.6. Cuadro Resumen de Rentas con Cuotas Constantes.
4.7. Aplicacién (Leasing)
4.8. Ejercitacion Capitulo 1V.
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RENTAS CON CUOTAS CONSTANTES

4.1. Definicién:

Las rentas son operaciones financieras compuestas ya que en ellas existe pluralidad de
prestaciones o contraprestaciones.

“Una renta es una sucesion de pagos equi espaciados (de igual distancia temporal) que se
produce en un lapso de tiempo”.

4.2. Elementos de una renta

1- Término, periodicidad o cuota.

2- Tasa de interés: es la tasa utilizada para realizar las operaciones financieras de con-
temporizacion (actualizacion y capitalizacion).

3- Numero de periodos, que coincide con el nimero de cuotas a abonar/cobrar.

Epoca Inicial de Pago de Cuotas

Definicion: La Epoca Inicial es el inicio del periodo en el que se abona la primera cuota.

EI n periodos
A
f~ | | | 0] Y Renta con Cuotas Adelantadas
c cr - - -
EI n periodos
- | | | 7 ] Renta con Cuotas Vencidas
C C C C C

Epoca de Valuacion

Definicién: La Epoca de Valuacion es el momento que se elige para contemporizar o va-
luar todas las cuotas.

Aquellas cuotas ubicadas con anterioridad a la época de valuacion seran capitalizadas, in-
crementando su valor. Aquellas cuotas ubicadas con posterioridad a la época de valuacién seran
actualizadas, disminuyendo su valor. La cuota ubicada en la época de valuacion no sufrird modi-
ficacion alguna.

La suma de todas las cuotas contemporizadas se denomina “Valor Financiero Global” de
una renta. Cabe destacar que la suma aritmética de todas las cuotas no tiene significado finan-
ciero alguno.
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Epoca Final
Definicion: La Epoca Final es el final del Gltimo periodo en el que se paga la Gltima cuo-
ta.
EI n periodos
A
~ | | L0 Y Renta con Cuotas Adelantadas
(o o (o C’
EI n periodos
_:-”l\'\-\_ .
r | | L7 Y Renta con Cuotas Vencidas
C C C C C

4.3. Clasificacién

1- Seqgun los elementos que la integran:

a) Rentas ciertas o de crédito puro: en ellas existen solamente los tres elementos mencio-
nados anteriormente. Los pagos/cobros se realizaran indefectiblemente.

b) Rentas de prevision, contingentes o aleatorias: en ellas existe un elemento aleatorio
que condiciona la realizacién o pago de la contraprestaciéon. Los seguros (que cubren todo tipo
de riesgo) son rentas aleatorias en las cuales el acaecimiento u ocurrencia del riesgo asegurado
es el elemento condicionante. Se estudian en Célculo Actuarial (Capitulo VII1). Como ejemplo,
en un mal llamado seguro de vida (en realidad es un seguro de muerte), el beneficiario designa-
do en la poliza cobrara el “premio” si el asegurado designado en la pdliza fallece en el tiempo
de cobertura de la misma. Si el deceso del asegurado no se produce en el periodo de vigencia
del contrato del seguro la compafiia aseguradora no realizara pago alguno. El verdadero seguro
de vida es el que contrata una persona hasta una determinada edad y si sobrevive a dicha edad
ella cobra el seguro (es asegurado y beneficiario).

2- Segun el momento que se elija para el pago de las cuotas:

a) Rentas con cuotas vencidas o pos pagables: cada cuota se abona al final de cada perio-
do.

b) Rentas con cuotas adelantadas o prepagables: cada cuota se abona al inicio de cada pe-
riodo.

3- Segln su duracion:

a) Rentas temporarias: tienen un namero finito de cuotas. Existe una ultima cuota.

b) Rentas perpetuas: no existe una Ultima cuota pudiendo considerar que el nimero de
periodos n—> o0 En una renta perpetua la cuota esta formada sélo por los intereses de la deuda,
no existe amortizacion de deuda, y por ello es perpetua.

4- Seqln el objetivo de la renta:

a) Rentas de Préstamo o de Financiacion o Amortizaciones: el objetivo de estas rentas es
cancelar una deuda y se logra con el pago del préstamo mas los intereses que la institucion fi-
nanciera cobra (a una cierta tasa activa) por la financiacion.

b) Rentas de Ahorro o de Capitalizacion o Imposiciones: el objetivo de estas rentas es
formar un capital que se obtiene con el deposito de las cuotas mas los intereses que el banco
abona (a una cierta tasa pasiva) por la colocacion de los fondos.
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c) Rentas Mixtas o Rentas de Ahorro y Préstamos: en este caso las rentas se originan
como una Imposicion (ahorro) y a partir de un cierto periodo se transforman en una Amortiza-

cion (deuda). EI ejemplo més corriente es los Circulos de Ahorro y Préstamo para la compra de
automotores.

5- Seqln la coincidencia de la época inicial y la época de valuacién:

a) Rentas Inmediatas o0 Amortizaciones: en este caso coinciden la época inicial con la
época de valuacion.

EV=EI n periodos EF

A .
I | | | 4 | ) Renta con Cuotas Vencidas
C C C C C

b) Rentas Diferidas: en este caso la época de valuacién de las cuotas es anterior la época
inicial de pago. Existe un periodo de diferimiento (d) en el cual no se abonan cuotas.

EV 4 per. EI  nmperiodos EF
i N -
| 4 | | 4 | | Renta con Cuotas Vencdas

C C C

c) Rentas Anticipadas: en este caso la época de valuacién es posterior a la época inicial
de pago. Se abonan (a) cuotas anticipadamente. Ej.: circulos de ahorro y préstamo.

EI aper. EV n-a periodos EF
“ - el - =
| | /] | [ 4] | Renta con Cuotas Vencidas

c ¢ o c c C

6- Segun la variabilidad de la cuota:

a) Rentas con cuotas constantes: todas las cuotas son iguales (Capitulo V)
b) Rentas con cuotas variables (Capitulo V): la variabilidad se puede dar en:
I- Progresion aritmética
I1- Progresién geométrica
I11- En forma arbitraria (sin ley de variabilidad — Teoria de las Inversiones).

4.4, Rentas Ciertas y Temporarias
4.4.1. Rentas Inmediatas o Amortizaciones

En estas rentas coincide la época inicial con la época de valuacion.

4.4.1.1. Con cuotas vencidas

Graficamente
n periodos
EV=EI M EF
L LAY
[ C C [ C

& F 3 ' 3 [ L
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Como la época de valuacion es el momento inicial para encontrar el valor financiero glo-
bal de una amortizacion se deben actualizar todas las cuotas.

C C C C
_F

=t -
"L+ @+D)° @+0) @+n"

V7=C{1_+ l_2+ 1_3+...+%}
n 1+ @+1)° (@+0) @+

Dentro del corchete se observa una suma de términos de una progresion geométrica en la
cual:

g = razon de la progresion = (1+i)’< 1
ap = primer término = (1+i)™
n = ndmero de términos = n cuotas

. : iy o 1-9"
Siendo la suma de términos de una progresion geométrica Sg =a, 1 q

para g< 1:

1Y A+i)" -1
1'__ a s T /4 a\n \n \—n
1 1+i C @+in" @+n"-1 1-(1+1)
_‘ = R = R T = n - :C N
n 41 4 1 1+i| 1+i-1 L+ i
1+1 1+1

, 1+ =1 1-(1+)™"
Iz =C¢1’-| siendoa .=( =
7 nli nki (1+E.}n ; ;

Forma de escritura: ampliada  reducida(prictica)

el factor plural de actualizacién

El factor plural de actualizacion representa el “valor actual” de “n” cuotas unitarias (de

€9
1.

$1.-) y vencidas actualizadas a una cierta tasa

Si se despeja lacuota |[C=V-at =V, ———
Pel A TV T )

La inversa del factor plural de actualizacion se denomina “funcion cuota de una amortiza-

[IT%4)
|

cion” y representa la cuota vencida que se debe abonar durante “n” periodos a una cierta tasa
para cancelar una deuda de $1.-

Ejemplo:

Suponiendo que se abonan 10 cuotas mensuales vencidas de $10.000.- al 1% mensual,
calcular la deuda que se cancela y los intereses que se abonan por la financiacion.

1-(1+i)™ 1-1,017"
Vm = Cam:i = C — = 1000OW = $94713, 04

Intereses abonados = nC ‘Vm =100.000-94.713,04 = ($5.286, 96
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4.4.1.2. Con cuotas adelantadas

Graficamente:
n periodos
EI=EV AL EF
(N 1
c C c’ c C

Como en el caso anterior, para encontrar el valor financiero global de esta renta se deben
actualizar todas las cuotas adelantadas, salvo la primera.
, , C 1 C 1 C 1 C 1
5=CH+—x — + — ..t —
1+i @+ @+1) @+1)

Vo =C'1+ 1_+ l_ >+ 1_ 3+...+;__l
" 1+i @+i)° @+1i) @+i)"
Dividiendo ambos miembros por 1+i
VI
l_C! 1_+ 1_ >+ 1_ 7+t 1_
1+i 1+i @+i)° @+10) @+i"

1-(1+i)™
i

V 'ﬂ =C I(].+ i)am:i siendo

a. = el factor plural de actualizacion

Se suele simbolizar:

V' =C'a7jdonde|a’; =(1+1)a

nki

Ejemplo:

Suponiendo que se abonan 10 cuotas mensuales adelantadas de $10.000.- al 1% mensual,
calcular la deuda que se cancela y los intereses que se abonan por la financiacion.

_ S\-n _ -10
VﬁzCﬂﬁD%h:Cﬁ+0£l£ﬂLchNMMﬁﬂ;$%%—:ﬁﬁﬁmJS
: |

Al abonar cuotas adelantadas el deudor puede cancelar una deuda mayor, ya que cada
cuota paga intereses por 1 periodo menos.

Intereses abonados =nC'-V 'm =10x10.000-95.660,18 =|$4.339,82

4.4.1.3. Relacién entrea. ya' .
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Considerando C = $1.-

a'm:i = (1+ i)am:i = (1+i)|:1_ (1I+ i)*” :| _ 1+i— (1+ i)*(nfl) _ {l_ (1+ i)f(n—l) :|+1

a nli = aﬂ’:i +1

Conclusién: una amortizacion con “n” cuotas unitarias adelantadas es igual a una amorti-
zacion con “n-1” cuotas unitarias vencidas mas la primera cuota unitaria ubicada en la época de
valuacion. (Si la cuota es de $C’ ambos miembros se multiplican por C’).

c'a'

nki :C'(aﬂ’:i +1) :Claﬂ\:i +CI

Ejemplo:
Considerando el ejemplo anterior:

. 11,017
C'a’y, =10.000x,01= " — =[$95.660,18

-9
C'a_, +C'=10.0002"2- 110,000 = 85.660,18-+10.000 = [§95.660,18
i 0,01

4.4.1.4. Andlisis Funcional de las funciones plurales de una Amortizacion

4.4.1.4.1. Valor Actual de una Renta. Factor Plural de Actualizacion

Recordando que: Vm = Cam;i y siendo C=$1.-,a-. representa el valor actual de

“n” cuotas unitarias y vencidas actualizadas a una cierta tasa “i”.
- o
1 1 i_j=(1+|) -1 1-@+p" 11

WS @y (1+|) Z(1+|)J_,Z_1:(1+) o e

4.4.1.4.1.1. Para‘“n” variable e “i” constante

Valores extremos

n 1-@+i)™
&=
0 0 (1
1-0 1 )
N - o - T Renta Perpetua (asintota) (2)

(1) Si no se abonan cuotas no se amortiza ninguna deuda.

(2) Si el nimero de cuotas n—» o0 larenta es perpetua.

Observando los valores extremos se deduce que la funcion es creciente.
Derivadas

11
fip =7 == @)

Recordando que:  f,, =C.AY  f' =cA™.InAg,
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f'o= 0—?(1+|)*”.In(l+|).(—1) = ?(1+ i)™" > 0= funcién mondtona y creciente
" o - . 5 o : .
f(”):T'aH) .In(1+|).(—1):—T(1+|) < 0= funcion concava hacia abajo
Gréfico
F 3
ﬁ".:zaﬂ::’
asintota
L/
“ >
0 i

Aclaracién: la variable independiente “n”, cantidad de cuotas, es discreta sélo toma valo-
res enteros y por lo tanto la curva no es continua. Esta aclaracion es valida para todas las fun-
ciones analizadas considerando “n” variable.

4.4.1.4.1.2. Para “i” variable y “n” constante
Valores extremos
Los valores extremos se obtienen reemplazando

13k
|

en la sumatoria de las cuotas unita-

rias.
i 1 1 1 1
a,. =—+ — + —+...+ -
4 (+0)? @+i)® @+0)"
0 I+1+...+1=n (1)
— 00 — 0 asintota (2)

(1) Si la tasa activa es 0, con “n” cuotas de $1.- se cancela una deuda de $n.- (en la forma
reducida de escritura queda una indeterminacion 0/0)

(2) Si la tasa activa es muy alta con “n” cuotas de $1.- se cancela una deuda muy pequefia.
Cada peso sera integramente intereses y no habra amortizacion de deuda.

Observando los valores extremos se deduce que la funcidon es decreciente y como presenta

una asintota para i — oo el decrecimiento es con concavidad hacia arriba.
Derivadas
-\—1 -\ -2 -\ —
foy =@+ +@+1) "+ +@+0)"

_ a [ a-1
Recordando que: fw = 99 entonces P =a8w" 0y
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f'ey =—@+i)? —201+i)° —...—n(+i) ™ < 0= funcién monétona y decreciente

f o =20@+0)° +6(1+i)" +..+n(n+1)(1+i) ™? > 0= funcién concava hacia arriba

Gréfico
_ F
Jo =g,
b
asintota
v
0 i

Aclaracion: en este caso la variable independiente (eje de abscisas) es continua y por ello
el trazo de la curva es continuo. Esta aclaracion es valida para todas las funciones analizadas y
para “i” variable.

4.4.1.4.2. Funcién Cuota de una Amortizacion

Recordando que Vmaﬁ =C ysiendo Vm =1.-, aflmi representa la cuota periodi-

ca vencida que debe abonarse durante “n” periodos para cancelar una deuda de $1.- a una cierta
tasa activa “i”.

L 1 o Je o T asini
& =1 1 1 & 1 {Z(l“) } @+ -1 1-(+i)"

j=1

i@y Ay Zaey 24

i =

Para “i” variable y “n” constante (solamente)
Valores extremos
Los valores extremos se obtienen reemplazando

I3l
|

en la sumatoria invertida de las cuotas

unitarias.
a’l = !

i L] 1 1 1
T
1+i @A+i)*  (@+i)’ (1+i)"

0 1 1
- O
1+1+1+..+1 n

— 0 1

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzalez 131



Capitulo IV — Rentas con Cuotas Constantes

(1) Si la tasa activa es igual a 0, para cancelar una deuda de $1.- se abonard, en cada pe-
riodo, la n-ésima parte de ese $1.-

(2) A medida que la tasa activa de interés aumenta la cuota también aumenta.

Observando los valores extremos se deduce que la funcién es monétona y creciente y co-
mo “no” presenta una asintota para i — oo el crecimiento es con concavidad hacia arriba.

Gréfico

e | r
f;-!:; =a uki

&
v

4.4.2. Calculo de la tasa de interés aplicando tanteo financiero e interpolacion lineal

a) Para funciones crecientes aﬁ YS,; (ver punto 4.4.1.4.2. y 4.4.3.4.1.2. caso n>2)

Suponiendo que en una renta inmediata se conoce el valor de la deuda, la cuota y el nu-
mero de periodos en el que se amortizara, determinar la tasa de interés. Recordando que:
. . o 4, C i
V. =Ca., y despejando la funcién cuota de una amortizacion a . = —=———
nl nli nl -n
' e Vo 1-(@Q+10)

. 4, C , . .
El cociente .. =—— esunnlimero que se simboliza f(i)
nii V

nl

“Tantear financieramente” significa encontrar dos valores de i (que se simbolizan ia: tasa
anterior e iy: tasa posterior) tal que:

fi < To < T,

Gréaficamente:
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fo A
Jez)
[ (dato) B siendo i > i; se comete un error por defecto
T A ¢
|
0 IR B A i
¥

“Interpolar linealmente” significa considerar que en el intervalo [ia ; ip] la funcién crece
linealmente en vez de exponencialmente. En el grafico se reemplaza, en ese intervalo, el seg-

mento de arco por un segmento de recta. Desde la prolongacion de f(i) y en la interseccion con

el segmento de recta se traza una vertical al eje horizontal quedando asi formados 2 triangulos:
el ABC y el ADE. (Ver gréfico)

Dichos tridangulos son “semejantes” ya que existe un teorema que dice: “si por uno de los
lados de un triangulo se traza una paralela a cualquiera de sus otros dos lados se forma un trian-
gulo interior semejante al mayor”.

Aplicando la propiedad de “proporcionalidad de lados homoélogos” (lados que se oponen
a un mismo angulo) de tridngulos semejantes se obtiene:

E ﬁ il —ia f(i) - f(i ) ;
= =—=—yreemplazando ——= “— despejando
AC BC =i oy fa

foo—f.
i, =i, + (0 —i,)

f(ip) B f(ia)

En el gréfico se puede observar que i, <i y por lo tanto se comete un error “por defecto”.

Ejemplo:

Se contrae una deuda de $23.000.- que se cancela mediante el pago de 19 cuotas mensua-
les y vencidas de $2.000.-. Calcular la tasa de interés del préstamo por tanteo financiero e inter-
polacion lineal cuando el error es menor a 0,001.

at =& - 2000 4960571,
! Vm 23.000
Tanteo financiero:
al o 1
| 191 1_ (l+ i)—19
0,060 0,089621
ia = 0,056 0,086839 = f(ia)
ip = 0,057 0,087531 = f(ip)
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Se cumple que fiy < foy < fa)

Interpolacion lineal:

fo—f. _
i~ Ty (ip _i.)=0,056+ 0,086957 —0,086839

Ty T 0,087531-0,086839

i =i, + (0,057 —0,056) = 0,05617052

b) Para funciones decrecientes a.,. 'y Sﬁll (ver punto 4.4.1.4.1.2. y4.4.3.4.2)

Para las funciones decrecientes la formula a utilizar es la misma que para funciones cre-
cientes pero el error que se comete es por “exceso” ya que al tantear financieramente:

fi,y < To < fa)

Gréaficamente:

3
fa

fa:) X

[ (dato)

Tt

siendo i<ji; se comete un error por exceso

[ip]

Lo

rF 3

Y

Ow i 1 4 I z
Con idéntico procedimiento al utilizado para funciones crecientes y observando el grafico
precedente:
ED AE i—i,  fo,—f

| i i T .
— ==y reemplazando —2*= b O multiplicando numerador y denomina-
CB AC -1, -

dor del segundo miembro por (-1) y despejando:

f.o—f.
n (i) (ia) (ip_ia)

I =1,
fi) ~ T

Conclusion: cuando se trabaja con funciones decrecientes, la formula para calcular la tasa

de interés por interpolacion lineal es la misma a la utilizada para funciones crecientes pero cam-
bia el error cometido, es un “error por exceso”.

Ejemplo:

Se contrae una deuda de $23.000.- que se cancela mediante el pago de 19 cuotas mensua-
les y vencidas de $2,000.-. Calcular la tasa de interés del préstamo por tanteo financiero e inter-
polacion lineal cuando el error es menor a 0,001.
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V- 23.000 1-(@A+i)™"
nl
a, =N=""—o115=—— 7 =f,
W C 2,000 i ®
Tanteo financiero:
1-(+i)™
i a'1@:i = |
ia = 0,056 11,515562 = f,
ip = 0,057 11,424579 = f
Se cumple que fi,y < foy <
Interpolacion lineal:
fo—f. _
i, =i, +—2—"1 (i —i,)=0,056+ 11,5-11,515562 (0,057 —0,056) = 0,05617104
foy = fo 11,424579-11,515562

En la interpolacion lineal con funciones decrecientes se comete un error por “exceso”.

Aclaracion: Los errores cometidos en el calculo de la tasa de interés por interpolacion li-
neal son los indicados: para las funciones crecientes (error por defecto) y para las funciones
decrecientes (error por exceso) porque las funciones plurales presentan concavidad hacia arriba.

4.4.3. Imposiciones o Rentas de Ahorro
En estas rentas todas las cuotas se capitalizan a la época de valuacion o época final.
4.4.3.1. Con cuotas vencidas

Graficamente:

# periodos
EI e EV=EF
(i | | | Y
C C C C C

"Ir

Como la época de valuacidn esta ubicada al final, para encontrar el valor financiero global
de una imposicion se deben capitalizar todas las cuotas, salvo la Gltima que esta ubicada en el
momento calculatorio. En la siguiente ecuacion se escriben desde la Gltima cuota hasta la prime-
ra.

S, =C+C(+i)+C(A+i)*+..+4CA+i)"
S, =C[L+(1+i) +(A+i) 4.+ 1+

El corchete es la suma de términos de una progresion geométrica en la cual:
a1 = primer término =1
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q =razon de la progresion = 1+i > 1
n = ndmero de términos = n cuotas
Sy = suma de términos de una progresion geométrica

Siendo Sg =a q -1 para g>1 se obtiene:
. :C(lL)_l
§ @+i-1
@+i"-1
Si=C—F"

@+i)" -1
i

El factor plural de capitalizacion representa el “valor final” de “n” cuotas unitarias (de
$1.-) y vencidas capitalizadas a una cierta tasa “i”.

S =Cs_, Isiendo s =

- i el factor plural de capitalizacion

Despejando la cuota  |C=S_s.

La inversa del “factor plural de capitalizacion” se denomina funcion cuota de una imposi-
cion y representa la cuota periddica y vencida que debe depositarse durante “n” periodos para
formar un capital de $1.- capitalizdndolas a una cierta tasa de interés “i”".

Ejemplo:

Suponiendo que se depositan 10 cuotas mensuales de $10.000.- al 1% mensual calcular el
ahorro que se obtiene y los intereses que se cobran por los depdsitos.

@+i)" -1 1,01 -1
Sm = Csm:i = C f = 10000W = $104622,13

Intereses ganados =S, —nC =104.622,13-100.000 = |$4.622,13

4.4.3.2. Con Cuotas Adelantadas
Graficamente:

n periodos

EI A EV=EF
A

oo ¢ o

v

v

¥

v

Nuevamente, para encontrar el valor financiero global de esta renta se deben capitalizar
todas las cuotas, inclusive la ultima:

S =C'(l+i) +C'A+iI)’+C'A+i)’ +...+C'QA+i)"
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S =CT@A+i)+@+ D)2+ @+ +..+ A+D)"]

Dividiendo ambos miembros por (1+i):

SO (L) + @Y o ()]
@+

En el corchete del segundo miembro se obtiene el factor plural de capitalizacion cuya
férmula ya se dedujo. Luego:

S =(:'(1+i)—(1+ii)n 1

@+i)" -1

§'=C'{A+i)s;;siendos, = :

el factor plural de capitalizacion

Sisesimboliza S5, =(1+1)S-.| entonces:

Sm: Sm:i

Ejemplo:

Suponiendo que se depositan 10 cuotas mensuales adelantadas de $10.000.- al 1% men-
sual, calcular el ahorro que se obtiene y los intereses que se ganan por los depdsitos.

\n 10
St =C'A+i)s, =C'(L+i) (1%)1 =10.000x4, 01%011 =[$105.668,35

Intereses ganados =S, —nC'=105.668,35-100.000 =|$5.668, 35

Al ser las cuotas adelantadas el inversor ahorra y gana mas intereses que cuando las cuo-
tas son vencidas.

4.4.3.3. Relacion entre S..yS .
Considerando C = $1.-

st =(L+i)s,, = (1+i)[

@+i)" —1} _ (@D — (i) :[(1+i)"+1 —1}_ i
i : .

S nki = Sﬁ’:i _1

Conclusidn: una imposicién con “n” cuotas unitarias adelantadas es igual a una imposi-
cién con “n+1” cuotas unitarias vencidas menos la Gltima cuota unitaria ubicada en la época de
valuacion. (Si la cuota es de $C’ ambos miembros se multiplican por C°).

CIS'm:i :Cl(sﬁ\:i _1) :CISm:i _CI

Ejemplo:

Considerando el ejemplo anterior:
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10
C'(1+i)s,, =10.000xL, 01%01l =[$105.668,35

11
C's_ ~C'=10000222~1 10,000 =115.668,3510.000 = [$105.668,35
e 0,01

4.4.3.4. Andlisis funcional de las funciones plurales de una Imposicién
4.4.3.4.1. Valor Final de una Renta. Factor Plural de Capitalizacién

Recordando que: Sﬂ = CSM:i y siendo C=$1.-,S.. representa el valor final de “n”

[A3+2]
1.

cuotas unitarias y vencidas capitalizadas a una cierta tasa

Sy =1 )+ i) (@) = 3 iy =L

i=0

(1+i)”_%

4.4,3.4.1.1. Para “n” variable e “i” constante
Valores extremos

1+i)" -1
0 0 (1)
—>®© —>®© (2)

(1) Si no se depositan cuotas el ahorro sera nulo.
(2) Si aumenta el nimero de cuotas aumenta el capital ahorrado.

Derivadas

1, 1
f(n) = ?(l‘l‘ |) —?
Recordando que: ~ f, =C. A" f'o=CA“INA

flo= %(1+ i)"Inl+i)-0= ?(1+ i)" > 0= funcién mondtona y creciente

2
f = é @+1)"In(L+i) = i(1+ i)" > 0= funcion concava hacia arriba
i [

Gréfico

ff‘”}j: S.l‘?':fl

&
v

0 # (variable discreta)

4.4.3.4.1.2. Para “i” variable y “n” constante
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Valores extremos
Los valores extremos se obtienen reemplazando “i” en la sumatoria.

! s, =1+ (@+i) + (@Q+i) +.+ 1+
0 1+1+1+.. . +1=n (1)

(1) Si la tasa pasiva es igual a 0, al depositar “n” cuotas de $1.- se ahorrara $n (En la
férmula de la imposicién queda una indeterminacion del tipo 0/0)

(2) Si la tasa pasiva — oo el ahorro también — oo (En la férmula se obtiene un inde-
terminacion del tipo co/o0)

Observando los valores extremos se deduce que la funcion es mondtona y creciente y co-
mo no presenta una asintota para i — oo el crecimiento es con concavidad hacia arriba.

Derivadas
foy =14 Qi)+ @+0) +(1+i) +ot @+i)

— a v a-1
Recordando que: foy = 90 entonces P =0y 9y

flo =0+ @+i)° +2@+i) +3(1+i) +...+ (Nn—1)(L+i)"? > 0= funcién monbtona y creciente
(Si n=0y n=1 no es renta)
f "y =0+2(1+0)° +6(1+i) +...+ (n—-1)(n—2)(A+i)"? > 0= funcién concava hacia arriba

Vale para n>2 (ver casos particulares).

(i)

Grafico del caso general (n>2)

S =& 1
n
0 ¢ i (variable continua)
Casos particulares EI #»n=1 EV
* Para n=1 |
£1
_ (1+i) -1

i =1 En este caso se deposita una Unica cuota (no es una renta) y en ese
: i

momento termina la operacion, sin siquiera ganar intereses. Las derivadas primera y se-
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gunda son iguales a 0 con lo que la funcion es constante (lineal). Significa que cualquiera
sea la tasa que la institucion bancaria abone el ahorro seré de $1.-

Grafico
Sﬂ__ I
1
ov i
EI n=__% EvV
e Paran=2 [ | b
$1 £1

O+ -1 1+42i+i7 -1 2i+i% i(2+i)
i

=2+I

2l

En este caso se deposita el primer $1.- que gana $i.- de interés, se deposita el segundo
$1.- y se retira el ahorro.

f',, =0+1=1>0= funcion mondtonay creciente
f";, =0= funcion lineal
La funcién creciente y lineal es la recta que corresponde al angulo de 45° partiendo del
punto (0;2).
Gréfico

S5t

]

-
- i

0 i (variable continua)

4.4.3.4.2. Funcién Cuota de una Imposicion

Recordando que: C= Smsﬁ y siendo Sm =$1.— Sﬁll representa la cuota perié-

dica vencida que debe depositarse durante “n” periodos para reunir un capital de $1.- a una cier-

[13%2]

ta tasa I,
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i=0

. 1 =P
i n—1 _|:z(l+l)j| _(l+i)n_l

St TLr )+ @) ok @)D > @+i)’

j=0

Para “i” variable y “n” constante (Solamente)

Valores extremos

Los valores extremos se obtienen reemplazando “i”” en la sumatoria.

i L 1
Sﬂ:i - ]_+(1+i)+(1-|—i)2 +...+(1+i)(n71)
0 1 1
—== (1)
1+1+1+..+41 n
1 ]
o _>;—>0 asintota  (2)

(1) Si la tasa pasiva es igual a 0, para ahorrar $1.- en cada periodo se debe depositar la

enésima parte de ese $1.-
(2) Silatasa —> oo la cuota periddica a depositar — 0

Observando los valores extremos se deduce que la funcién es mondtona y decreciente y

como presenta una asintota para i — oo el decrecimiento es con concavidad hacia arriba.

Grafico

|
f;':: - IHE::'
r 3

1/n

asintota

v

&

4.4 4. Relaciones entre Funciones Financieras Plurales
4.4.4.1. Cociente entre el Valor Actual am:i y el Valor Final Sm:i

@+p’-1
a. i " S
Considerando C = $1..- ki '-(1_+n') — 1_ a, = m._. _
sy @i -1 (i) [ @+i)

|
1° Conclusion: una amortizacion es una imposicion actualizada por “n” periodos.

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzéalez

141



Capitulo IV — Rentas con Cuotas Constantes

Gréaficamente:

T (1) Tt

Despejando ahora S, @[S =a (1+i)"

2° Conclusién: una imposicion es una amortizacion capitalizada por “n” periodos.

| J |
] M
as. (1+1)" S,

P
L

4.4.4.2. Diferencia entre la Cuota de una Amortizacion aflm,iv la Cuota de una Imposi-

MS71ﬂ:i
Considerando: V. =$1.— y S =$1.—
)i iy -i i@+ -1

-1 -1
> a'ﬂ:i B Sﬂ:i =1

Ali ki A+i)"-1 @+i)"-1 @+i)"-1  (@+i)"-1

Conclusion: la diferencia entre la cuota de una amortizacién y la cuota de una imposicion
es la tasa de interes.
Gréaficamente:

l’;@ r

1/n

ki

A

A J

Observacion:
Si V., y S, sonigualesy distintos de $1.- entonces

Vot —s) =S5, =57, ) = Vi =S5
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Ejemplo:

Se tiene un préstamo de $100.000.- cuya cuota es de $8.852,63 y un ahorro de $100.000.-
cuya cuota es de $5.852,63. Sabiendo que ambas rentas tienen el mismo plazo calcular el valor
de la tasa de interés en ambas operaciones.

Sabiendo que: a,. —S_. =i  ysiendo V. = S =$100.000.—
100.000(a7; -+ ) =100.000 i

100.000a: —100.000s-} =100.000 i
8.852,63-5.852,63=100.000 i

. . 3.000
3.000 =100.000 i = I= =10,03
100.000
Verificar que el plazo de ambas rentas es el mismo
V. =Ca,, 100.000 =8.852, Gsﬂ despejando n=14
S =Cs, 100.000 =5.852, 63&_l despejando n=14
n ni 03

4.4.5. Rentas Diferidas-d /V.

En estas rentas la época inicial de pago de cuotas es posterior a la época de valuacion de
la renta. Existe un periodo “d” llamado “periodo de diferimiento” en el cual no se abonan cuo-
tas.
4.4.5.1. Con Cuotas Vencidas

Se simboliza -d/ Vﬂ al valor financiero global de una renta temporaria por “n” periodos

cuya primera cuota vencida se abona al final del primer periodo después de transcurridos “d”
periodos.

Graficamente
d periodos nperiodos
EV M EI A EF
' Y| | LA Y
C C C C C
(1+iy9

~dIV e T,

Para calcular el valor financiero global de esta renta se actualizan primero todas las cuotas
a la época inicial (EI) encontrando el valor de la renta inmediata con cuotas vencidas (Vm ), cuya
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formula ya se dedujo. Como un segundo paso, se actualiza esta renta por “d” periodos hasta la

época de valuacién encontrando el valor de la renta diferida (- d /Vm).

-d IV, =V, (L+i) ¢ > |-d /V, =Ca (L+i) :cﬂan)—d

Ejemplo:

Suponiendo que se abonan 10 cuotas mensuales de $10.000.- al 1% mensual y con dife-
rimiento de 2 meses, calcular la deuda que se cancela y los intereses que se abonan por la finan-
ciacion.

1-1,01™"

~d /v, =Ca (t+iy? =¢84y _10.000 1,012 =[$92.846,82
' |

Intereses abonados = nC —(—d /V.;) =100.000 —92.846,82 = $7.153,18

Cuando existe diferimiento en el pago de las cuotas, el deudor puede cancelar una deuda
menor que cuando no existe ese diferimiento. Debe pagar mas intereses por la mayor financia-
cion.

4.4.5.2. Con Cuotas Adelantadas

d periodos n periodos

IFU g % | | | | —Elf

(o (RN S (0 (0
Con idéntico razonamiento se actualizan ahora todas las cuotas adelantadas y se obtiene:

AV =V )| -d VL =CLiNa, (L) = camﬂm i)

Ejemplo:

Suponiendo que se abonan 10 cuotas mensuales adelantadas de $10.000.- al 1% mensual
y con diferimiento de 2 meses, calcular la deuda que se cancela y los intereses que se abonan
por la financiacién.

1-1,01"

~d/V*, =C'L+i)a,, (L+i) =10.000x1,01 1,012 =[$93.775,29

Intereses abonados =nC'-(-d /V ') =100.000 - 93.775,29 = $6.224, 71

4.4.6. Rentas Anticipadas a/Vm

En estas rentas la época inicial de pago de cuotas es anterior a la época de valuacién de la
renta. Existe un periodo “a” llamado “periodo de anticipacion” de pago de cuotas y luego de la
época de valuacion se abonan las “n-a” cuotas restantes.

4.4.6.1. Con Cuotas Vencidas
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Se simboliza a/ Vm al valor financiero global de una renta temporaria por “n” periodos

en la cual “a” cuotas vencidas se abonan antes de la época de valuacion.

Gréaficamente:
a -1
E} A EV o EF
| L | |
(i [ (N (N (N (N
(1+i)2
VEI » a/ VEI

Para calcular el valor financiero global de esta renta se actualizan primero todas las cuotas
a la época inicial (EI) encontrando el valor de la renta inmediata con cuota vencida (Vm) cuya
formula ya se dedujo. Como un segundo paso se capitaliza esta renta por “a@” periodos hasta la

época de valuacidn encontrando el valor de la renta anticipada (a/Vm ).

1 (1+|)‘

a/V., =V (L+i)* > |a/V; =Ca, (L+i)* =C=—— 7 (L+i)’

Ejemplo:
Suponiendo que se abonan 10 cuotas mensuales de $10.000.- al 1% mensual anticipando

4 cuotas a la valuacion, calcular la deuda que se cancela y los intereses que se abonan por la
financiacion.

1-1,01™%

a/V; =Ca. (L+i)* =C 1@+D " 44y 210,000 1,01* =[$98.558, 77
: |

Intereses abonados=nC —a/ Vm =100.000-98.558, 77 = $1.441, 23

En este caso, las primeras 3 cuotas ganan intereses (estan ubicadas antes de la época de
valuacion) y por ello la deuda que se cancela es mayor a la de las rentas inmediatas y diferidas.

a/Vm >Vm >—d /Vm

4.4.6.2. Con Cuotas Adelantadas

a H-a
E}_ e _:EC»; N EF
| /| | | | || |
oo cooo coo c’ c’

Con idéntico razonamiento:
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1- (1+|)‘

alV'y =V (@1+i)* S |a/V' =C'(l+i)a, (1+i)* =C'(L+i) ————(1+i)°

Ejemplo:

Suponiendo que se abonan 10 cuotas mensuales adelantadas de $10.000.- al 1% mensual
anticipando 4 cuotas a la valuacion, calcular la deuda que se cancela y los intereses que se abo-
nan por la financiacion.

1 110
alV' =C'UL+i)a, (1+i)* =10.000x, 01%1, 01 = [$99.544, 36

Intereses abonados=nC'-a/V 'm =100.000-99.544,36 = $455, 64

Caso particular:

Si se anticipan todas las cuotas a la época de valuacién, es decir, a =n entonces EV coin-
cide con la EF:

(1+|) 14i)" =
|.( )( )" =

Conclusidn: una imposicion es un caso particular de una renta anticipada en la cual se an-
ticipan todas (n) las cuotas.

o @iy -1

n/V, =V, (1+i)" =Ca, (1+i)" = =Cs,. =5

4.4.7. Relaciones entre Rentas Temporarias

4.47.1. Primera Relacion. Renta Diferida

Se demostrard que una renta temporaria por “n” periodos diferida por “d” periodos es
igual a la diferencia entre dos rentas inmediatas: la primera temporaria por “n+d” periodos y la
segunda temporaria por “d” periodos.

Graficamente se observa que la época de valuacién (EV) es coincidente en las tres rentas:

d n
EV A EI . EF
- Rt =~ .
| | | | | | | -d/Ty
[ [ [ C
n+d =
EV=EI EF

EV=EI i EF
SN 4
c C C
~d/V, =V (1+i) " =Ca, (1 +i)" =c{ﬂ}a iy = [(1+|) iy ]

sumando y restando 1 dentro del corchete y agrupando convenientemente:
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1—(1+_i)"”“‘) }_ C{l—(l-—i- i)~ }

~d /V, =%{[1—(1+i)(”“‘)]—[1—(1+i)d ]} = c{ | |

_d /Vm = Cam‘:i _Cam:i

—d IV =V— =V

Ejemplo:

Considerando la cuota de $10.000.-, la tasa del 1% mensual, el plazo de 10 meses y el di-
ferimiento de 2 periodos verificar la relacion:

_ -\_n _ -10
—uﬁﬁzciﬁﬁﬂ—a+nﬂ=m0m£3£l—Lm?=$%3%32
| )

_ “\—(n+d) _ =\ —d _ _12 _ 2
VARVANFCE S ) R o Sl 5aL) BT Y L ST Y L
n+ i i ,01 0,01

V-V, =112.550,77 ~19.703, 95 =|$92.846, 82

4.4.7.2. Seqgunda Relacién. Renta Anticipada

Se demostrara que una renta temporaria por “n” periodos con “a” cuotas anticipadas es
igual a la suma de una imposicion por “a” periodos mas una amortizacion por “n-a” periodos.

Graficamente se observa que la época de valuacion (EV) coincide en las tres rentas:

EI a EV=EF
Ty s,
C C o C
H-a T
EV=EI e EF
o A
c c C C

1-(1+i)™"
i

a/Vy =V, (1+i)* =Ca,. (1+i)* = c{ }(1+ i) = %[(1+ ) = (L+i) " ]
sumando y restando 1 dentro del corchete y agrupando convenientemente:
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alv; = {lariy -2 [y ) - C{W‘}FC{M }

al Vm = Csa:i + Cam:i

a/Vm :Sa +Vm

Ejemplo:
Considerando la cuota de $10.000.- la tasa del 1% mensual, el plazo de 10 meses y la an-
ticipacion de 4 cuotas verificar la relacion anterior:

— " _ -10
alV, =Cﬂ(l+i)a :10.000ﬁ1, 01* =|$98.558, 77
I )
)2 — (i) (a) s 1 ore
S.+V._ =C L+ I_) et (1+_') _1000091 1 4000012101
o ! ' 0,01 0,01

S.+V_—, =40.604,01+57.954,76 = [$98.558, 77

4.4.8. Formula General Unificada para Rentas Ciertas y Temporarias

Para determinar una Férmula General Unificada que sirva para establecer el valor finan-
ciero global de cualquier renta temporaria se define una variable “k” que podra tomar cualquier
valor entero, incluso negativo (momentos anteriores a la época inicial de pago de cuotas que se
toma como base y en la escala temporal vale cero (0)).

Graficamente:
El EV EF
| | | | | | | |
0 Fi 2 1k k+1 n-1  nm
[ [ [ [ [ [ [

Se toma el periodo k como época de valuacion. Las cuotas ubicadas con anterioridad a la
época de valuacién seran capitalizadas incrementando su valor. Las cuotas posteriores a la épo-
ca de valuacion seran actualizadas disminuyendo su valor y la cuota ubicada en el periodo k no
modificara su valor. Contemporizando todas las cuotas:

NUmero de cuota Operacion de Tiempo de con- Cuota contemporizada
Contemporizacién temporizacion
1 Capitalizacion k-1 C(L+i)*?
2 Capitalizacion k-2 C@+i)*?
3 Capitalizacion k-3 C@+i)*?
k Ninguna 0 C
k+1 Actualizacion 1 CL+i)™

n Actualizacion n-k C(L+i) ¥
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Sumando todas las cuotas contemporizadas:

Vi =CQA+i) " +CA+i) T +CA+i) 7 +..+C+CA+i) " +..+CA+i) ™™

Vi =Cl@+i) T+ @) @) ot L () o (L) 09

Dentro del corchete se observa una suma de términos de una progresion geométrica en la

g = razon de la progresion = (1+i)*< 1
ap = primer término = (1+i)<*
n = ndmero de términos = n cuotas

Siendo la suma de términos de una progresion geométrica Sg =q 1 para g< 1:
-q
a1+ @+ 1-(@+i)™ =@+
_ k-1 _ _ S
Vo =C(1+1i) 1_i =C T I+l =C(1+1) :
1+i 1+i
k] 1+D)"-1 1-Q@Q+i)™
V. =Ca.,. 1+Iks|endoa _=( =
Dando distintos valores a “k” se obtienen las distintas rentas temporarias:
k Tipo de renta Formula
0 Inmediata con cuotas vencidas V. =Ca
ol nki
-d Diferida con cuotas vencidas V-, =Ca_ (1+ i)™
a Anticipada con cuotas vencidas V, =Ca. (L+ i)?
n Imposicion con cuotas vencidas — " —
p V, =Ca. (1+i)" =Cs,
1 Inmediata con cuotas adelantadas V. =C (1+ i)a
1 nli
-d+1 Diferida con cuotas adelantadas — it iyd
Vo =C+i)ya, (1+i)
a+l Anticipada con cuotas adelantadas — it i
p V =C{+i)ya, (1+i)
n+1 Imposicion con cuotas adelantadas — i " — it
P V. =C(+iya, (1+i)" =C(L+i)s,.

4.5. Rentas Perpetuas o Perpetuidades

En una renta perpetua no existe una Gltima cuota pudiendo considerar que N —» o0

45.1. Rentas Perpetuas Inmediatas
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45.1.1. Con Cuotas Vencidas

Se simboliza Vﬂ al valor financiero global de una renta perpetua cuya primera cuota se

abona al final del primer periodo.
Gréficamente:
EI=EV
| | | | | |
C C C C C

Para encontrar el valor financiero global de esta renta se aplica lim a la renta inmediata

n—oo

pero temporaria.

v, =limv, = limCa_, :C!mﬂzc%
C .

Conclusién: en una renta perpetua inmediata la cuota esta integramente formada por los
intereses sobre la deuda, no existe amortizacion de deuda y por ello es perpetua.

45.1.2. Con Cuotas Adelantadas

Se simboliza V 'Q al valor financiero global de una renta perpetua cuya primera cuota se

abona al inicio del primer periodo. Graficamente:

EI=EV

| | | | | |
c ¢ o c o

Para encontrar el valor financiero global de esta renta se aplica lim a la renta inmediata con

n—oo

cuotas adelantadas pero temporaria.

V' =limv ' =limC'@+i)a;, =C'(L+i)lim

n—o

1-@+i)" ol
T =CH):

., C' .
V a:T(l'f")

4.5.2. Rentas Perpetuas Diferidas
4.5.2.1. Con Cuotas Vencidas

Se simboliza -d /VQ al valor financiero global de una renta perpetua cuya primera cuota

se abona al final del primer periodo después de transcurridos “d” periodos.

Gréaficamente:
d

EV A ElI

A N e
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Para encontrar el valor financiero global de esta renta se aplica lim a la renta diferida pe-

n—oo

ro temporaria.

~d /V, = lim—d /V; =limCa_, (L+i) * = C(L+i) * lim

n—oo

—1_(1i+i)_n —C(+i)" %

—d /V_ :3(1+ i)™
|

45.2.2. Con Cuotas Adelantadas

Se simboliza —d /V IE al valor financiero global de una renta perpetua cuya primera cuo-

ta se abona al inicio del primer periodo después de transcurridos “d” periodos. Graficamente:

d periodos
EV A EI

A I R T

oo oo oo

Para encontrar el valor financiero global de esta renta se aplica lim a la renta diferida y

n—oo

con cuotas adelantadas pero temporaria.

~d/V' =lim-d/V", =limC'(L+i)a, 1+i)"
~d IV =CL+i)L+i) im0 casiyaaiy
o [

IV :%(1+i)(1+i)“

4.5.3. Rentas Perpetuas Anticipadas
4.5.3.1. Con Cuotas Vencidas

Se simboliza a/ VE al valor financiero global de una renta perpetua cuya primera cuota
vencida se abona “a” periodos antes de la época de valuacion.

Graficamente:

a periodos
EI a EV
A 7 R /A
C C C C C C C C

Para encontrar el valor financiero global de esta renta se aplica lim a la renta anticipada

pero temporaria.
. i \a wap 1—@A+D)™" a1l
alV., =lima/V, =limCay, (1+i)* =C(L+i) m#:c:(uu) -

n—oo

C. ..
alV, == (1+1)
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4.5.3.2. Con Cuotas Adelantadas

Se simboliza a/V 'Q al valor financiero global de una renta perpetua cuya primera cuota

se abona al inicio del primer periodo y “a” periodos antes de la época de valuacion.

Gréaficamente:
a
El A EvV

C L LY

oo oo

oo

Para encontrar el valor financiero global de esta renta se aplica lim a la renta anticipada y

con cuotas adelantadas pero temporaria.

alV'y=lima/V' _I|mC(1+|)aT @+i*=C'@+i@+i® I|m

n—oo

alv' =%(1+i)(1+i)a

Ejemplo:

n—oo

Sl ) (1i+i)_n :C'(1+i)(1+i)ai}

Suponiendo una cuota mensual de $10.000.- a perpetuidad, y considerando una tasa del
1% mensual calcular el valor del las siguientes rentas perpetuas:

Perpetua Con cuotas Vencidas Con cuotas Adelantadas
V= E V', = C— @+1i)
Inmediata !
10.000 , 10 000
\& :W =|$1.000.000. - V' :0,—01 01=1/$1.010.000.—

~d IV, :3(1+i)’d

—d IV :£(1+ L+i)

0
)

Diferida
-d=-2 —-d/V, = 18 %001 01?% ={$980.296,05| | —d /V = 18 %001 01x1,01 =|$990.099,01
a/VQ:g(ui)a a/V'E:Cf(lei)(lJri)a
Anticipada
a=4 alV, = 10 0001 01* =[$1.040.604,01 alV', = 10. 0001 01x1,01* =|$1.051.010,05

0
1

Las conclusiones respecto a las rentas Perpetuas y sus momentos de valuacion son las

mismas que para rentas Temporarias:

1- Si las cuotas son adelantadas, con las mismas cuotas y la misma tasa, se formara un

valor financiero global mayor.

2- Cuando mas se posterga el inicio de pago de cuotas respecto del momento de la valua-
cién, con esas mismas cuotas, se formara un valor financiero global menor, ya que las cuotas se

deberan actualizar por un plazo mayor.

a/VE >VQ >—d /VQ

45.4. Relaciones entre Rentas Perpetuas

45.4.1. Primera Relacién. Renta Perpetua Diferida

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzéalez 152




Capitulo IV — Rentas con Cuotas Constantes

Se demostrara que una renta perpetua diferida por “d” periodos es igual a la diferencia en-
tre dos rentas inmediatas: la primera perpetua y la segunda temporaria por “d” periodos.
Gréaficamente se observa que la época de valuacion (EV) coincide en las tres rentas:
EV  dpgriodos EI

. I N S R R N R /)

EV=EI =
| | | | | | | [P 4
C C C C C C C C
d periodos —
EV= EI A EF
™y
| | | %
C C C
-d/V, = T[(1+ i) ] sumando y restando 1 dentro del corchete y agrupando conve-

nientemente:

—d/VT_—{ ~[1-@+iy ]} = (:ﬂ:g—c%i

—0/V =V, -V

Ejemplo:

Considerando la cuota de $10.000.-, la tasa del 1% mensual y el diferimiento de 2 meses
verificar la relacion:

—d/V = _(1 i) = 10. 0001 012 =[$980.296, 05
01
_ N . -2
Vo -\ = g—c 1 (1_+ i)* _10.000 10,0001 7191 —1.000.000—19.703, 95 = [$980.296, 05
= | 0,01 0,01

45.4.2. Segunda Relacion. Renta Perpetua Anticipada

Se demostrard que una renta perpetua con “a” cuotas anticipadas es igual la suma de una
imposicion por “a” periodos mas una renta perpetua inmediata.

Graficamente se observa que la época de valuacién (EV) coincide en las tres rentas:

EI a EV
e )
R A B | alvy
C C C C C C C C
EI a EV=EF =
e
A 5
C C C C
EV=EI +
| I I N e
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C .
al Va = T[(1+ I)aJ sumando y restando 1 dentro del corchete y agrupando convenien-

temente:
’ |

alVv, :%{[(1“)a ~1]+1} | |

a/Va = Sa +VH

Ejemplo:
Considerando la cuota de $10.000.-, la tasa del 1% mensual y la anticipacion de 4 meses
verificar la relacion:

C,. .. 10.000
alV :T(1+') :Wl,or‘ =($1.040.604, 01|

-\a 4
A+ -1 C 0 00ok0L -1, 10000

S;+V,=C =40.604,01+1.000.000 = |$1.040.604, 01

+
i i 0,01 0,01
Aclaracion:

Se aclara que no existen las imposiciones perpetuas ya que las rentas de ahorro se valGan
en la época final y en las rentas perpetuas la época final es el infinito.
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4.6. Cuadro Resumen de Rentas con Cuotas Constantes

Temporarias Perpetuas
Con cuotas vencidas Con cuotas adelantadas Con cuotas vencidas Con cuotas adelantadas
Inmediatas - "ES " o : :
- Vi = Cay, “Formula base Via=Cl+iay, V= E "Fdrm. base" V' = Cf(1+ i)
I I
Diferidas _ \—d o : -\—d :
L iVas -d/Vm—Caml(l'Fl) -d/Vm—C(l‘Fl)aml(l'i‘l) -d/Vw :g(l'i‘i)_d _dlvlﬁzg(l_l_i)(l_i_i)—d
I I
Anticipadas _ ia o : \a .
Anticipadas alV, =Ca, (1+i) alV' =C'(l+i)a (1+i) alV. :£(1+i)a alv' =g(1+i)(l+i)a
I I
Imposiciones L+i)" -1
(caso particular de una G=C——— @+i)" = Cs., S 'm =C'(l+ i)sm'i No existen No existen
renta anticipada a = n) (@+0)" i '
Siendo
a S @ ) e ) = L =) (i) = L) 1 12071 Ly
ML+ (@+0)° () (1+1) S+ S @+i)"i [ i
n-1 \n
o =1+ @)+ Q+0) +. 4+ @+D)" =D (@+i) :—(1+|_) 1 1(1+ i)" —%
' i i i

j=0
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4.7. Aplicacion

En este capitulo se presenta un ejemplo de leasing aplicado a la compra de un bien mue-
ble o inmueble.

El leasing es un contrato de arrendamiento o alquiler (mediante el pago de una cuota o
canon) que prevé la opcion de compra (no la obligacién) del bien en cuestion al final del plazo
del contrato por parte del arrendatario, inquilino o tomador a un precio determinado llamado
valor residual.

El leasing se presenta como una herramienta de gran relevancia a la hora de definir un
plan de renovacion de los bienes de una empresa posibilitando contar con la Gltima tecnologia a
cambio del pago de una cuota o canon, sin verse obligado a desembolsar grandes sumas de dine-
ro al principio de la operacion.

El aspecto impositivo reviste gran importancia a la hora de determinar cdmo incorporar
un bien a la empresa, ya que el canon de los contratos de leasing es deducible en el impuesto a
las ganancias en su totalidad.

Ejemplo: una empresa necesita para fabricar sus productos una maquinaria cuyo precio es
de $2.000.000.-. Para ello firma un contrato de leasing por 24 meses, momento en el cual la
empresa puede optar por la compra de la maquinaria a un valor residual de $1.200.000.-. La tasa
de financiacion es del 1% mensual. Calcular:

a) La cuota periodica o canon a abonar por parte del arrendatario.

b) El total de intereses abonados en caso de optar por la compra de la maquinaria
c) Construir el cuadro de evolucion

d) Resolver el ejercicio aplicando Excel

EV 24 meses
a) — T
2.000.000 1.200.000

El valor de la maquinaria se abonara segun la siguiente ecuacién;

2.000.000 = Ca;, . +1.200.000(1,01) 2

_ —24
2.000.000=C % +945.079,53

C =49.658,78

b)
Intereses abonados = Cx24 —800.000 = 49.658,78x24 —800.000
Intereses abonados =1.191.810, 72 —800.000

| Intereses abonados = 391.810,72|
Este importe de intereses abonados es independiente del ejercicio de la opcion de compra.
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C).
Deuda al inicio Ints. Pago Amort. Deuda Final
1 2.000.000,00 20.000,00 49.658,78 29.658,78 1.970.341,22
2 1.970.341,22 19.703,41 49.658,78 29.955,37 1.940.385,86
3 1.940.385,86 19.403,86 49.658,78 30.254,92 1.910.130,94
4 1.910.130,94 19.101,31 49.658,78 30.557,47 1.879.573,47
5 1.879.573,47 18.795,73 49.658,78 30.863,04 1.848.710,43
6 1.848.710,43 18.487,10 49.658,78 31.171,67 1.817.538,75
7 1.817.538,75 18.175,39 49.658,78 31.483,39 1.786.055,36
8 1.786.055,36 17.860,55 49.658,78 31.798,22 1.754.257,14
9 1.754.257,14 17.542,57 49.658,78 32.116,21 1.722.140,93
10 1.722.140,93 17.221,41 49.658,78 32.437,37 1.689.703,56
11 1.689.703,56 16.897,04 49.658,78 32.761,74 1.656.941,82
12 1.656.941,82 16.569,42 49.658,78 33.089,36 1.623.852,46
13 1.623.852,46 16.238,52 49.658,78 33.420,25 1.590.432,21
14 1.590.432,21 15.904,32 49.658,78 33.754,46 1.556.677,75
15 1.556.677,75 15.566,78 49.658,78 34.092,00 1.522.585,75
16 1.522.585,75 15.225,86 49.658,78 34.432,92 1.488.152,83
17 1.488.152,83 14.881,53 49.658,78 34.777,25 1.453.375,58
18 1.453.375,58 14.533,76 49.658,78 35.125,02 1.418.250,56
19 1.418.250,56 14.182,51 49.658,78 35.476,27 1.382.774,29
20 1.382.774,29 13.827,74 49.658,78 35.831,03 1.346.943,25
21 1.346.943,25 13.469,43 49.658,78 36.189,35 1.310.753,91
22 1.310.753,91 13.107,54 49.658,78 36.551,24 1.274.202,67
23 1.274.202,67 12.742,03 49.658,78 36.916,75 1.237.285,92
24 1.237.285,92 12.372,86 49.658,78 37.285,92 1.200.000,00

391.810,72 1.191.810,72 800.000,00

d). La funcidn a utilizar es la funcion financiera PAGO (Cuota) donde:

Tasa = 1%

Nper= 24

Va=2.000.000
Vf=-1.200.000 (negativo)
Tipo = 0 (u omitido)

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzéalez 157




Capitulo IV — Rentas con Cuotas Constantes

4.8. EJERCITACION CAPITULO IV

1.- Calcular la cuota mensual vencida para la compra de un bien de $12.000.- a la tasa del 7%
mensual en un afio y medio. ¢En cuéanto se reduce dicha cuota si se hace una entrega inicial
de $5.000.- y otra de $1.000.- a los 6 meses?

0,07
V. =Ca.. C =12.000 ’ C=1.192,95
nl nli 1_(1+0’07)—18 _

12.000 =5.000+1.000x1, 07°°% + Cam
1-1, 077
0,07
C = 629,65 La cuota se reduce en $563,30|

6.333,66 =C

2.- Una persona alquila un departamento comprometiéndose a abonar $12.000.- al comienzo de
cada mes durante 2 afios. ¢Cual es el valor actual de ese contrato si se fija la tasa del 24%
anual con actualizaciones mensuales?

1-1,027*

V_=C'(1+1)a,. V', =12.000x1, 02x
m ( ) m:l m 0102

V' =$231.506,45
| =nC'-V ' =24x12.000 - 231.506, 45 = $56.493, 55

3.- {Qué cuota mensual adelantada debera abonarse para amortizar un préstamo de $100.000.- si
se establece una tasa efectiva del 26% semestral y la actualizacion es mensual durante un afio
y dos meses?

Lti=(1+ig,) is, = $/1,26 ~1=0,039270 mensual

. 100.000 “ 0,039270

= C'=9.065,33
1,039270 1-1,039270*

V5 :C'(1+i)am:i

4.- Se compra un bien en $970.000.- pagando en el momento inicial $450.000.- y financiando el
resto al 48% anual con capitalizaciones mensuales. Si se fija una cuota mensual vencida de
$30.070.-, ¢en cudntos meses se cancela la deuda?

V- =970.000 - 450.000 = 520.000. -

Vm = Cam:i 520.000 = 30.070xﬂ
1,04" =1- 520'007000 x0,04 aplicando log

n =30 meses

5.- ¢Qué ocurriria si la cuota del problema anterior se hubiera fijado en $20.800.- sin modificar
los otros datos?
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V. =Ca,  520.000=20800x" "2
517104 jun 040
0,04
—nlog(1,04) = log(0) —nlog(1,04) — —o n—oo rentaperpetual
Verificacion:

Intereses mensuales :mei =520.000x0, 04 = 20.800 = Cuota

Se observa que la cuota constante es igual a los intereses de la deuda. Ello implica que con
cada cuota sélo se pagan los intereses de la deuda, no hay amortizacion de la deuda, y por
ello la renta es perpetua.

6.- Para amortizar un préstamo de $28.000.- se propone una cuota mensual adelantada de
$4.000.- al 1,50% mensual. Al comprobarse que el nimero de periodos no es exacto, se pide
re calcular la cuota que corresponde al tiempo tomado por exceso.

V' =C "1+ i)am:i 28.000 = 4.000x1, Oleﬂ n=7,33 meses

1-1,0157°

C'=3.685,08
0,015

7.- Determinar la tasa mensual, la tasa nominal anual y la tasa efectiva anual que corresponde a
un préstamo de $13.298.- en 2 afios y medio con cuotas mensuales vencidas de $1.000.- cada
una empleando tanteo financiero e interpolacién lineal cuando el error es menor de 0,001.

V. =Ca,. 13.298 =1.000xa,
% ~0,075199 =2 = m:
Tanteo financiero. Se prueba con distintos valores de tasa:

Para 1=0,05 f;, =0,065051 comomidatoes f; =0,075199 subo latasa
Para 1=0,06 fi, =0,072649 como midatoes f; =0,075199 subo latasa
Para i1=0,063 f; =0,074996 comomidatoes f; =0,075199 subo latasa
Para i=0,064 f; =0,075785

Como f;,=0,075199 'y  0,074996 < f, =0,075199 <0,075785 entonces
i,=0,063 f;,=0,074996

i,=0,064 f(ip) =0,075785  se aplica interpolacion lineal

28.000 = C'x1,015x

f.. funcién creciente

()

Interpolacion lineal :

i, —i, _ fo— T i, 0,063 _0,075199-0,074996 :

— = - = y despejando
-, fo = fo) 0,064-0,063 0,075785-0,074996

i, =0,063+ 0.075199-0,074996 5 464 _0,063) = 0,063258 mensual| i, <i, <i

0,075785-0,074996
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jm = MXi,,) =12x0,063258 = |0, 759096 anual nominal|

1+i=(1+i,)  i=1,063258"-1=[087680 anual efectivo]

8.- Se necesita disponer de $120.000.- en 2 afios. Para ello se realizan 24 depo6sitos mensuales
vencidos que ganan el 3% mensual. Determinar el importe de cada dep6sito y los intereses
ganados.

1+i)" -1
S =Cs, =C & C =120.000% C =3.485,69
: i 03

Intereses ganados = S, —nC =120.000 - 24x3.485,69 = 36.343,44

9.- ¢En cuantos meses se puede reunir un capital de $51.566,76 si se depositan cuotas adelanta-
das de $1.000 a la tasa del 14,40% anual con capitalizaciones mensuales?

0,144) 1

=\ N 1 19
' o L (1+i) -1 0,144 ( 12
$')=C'(L+i)s;, =C(1+i)—=—  51566,76=1.000| L+~ 0144

I
12

1,012" =1,611464 Aplicando logaritmo

10.- Una persona desea reunir $46.800.- en 50 meses. Con ese fin efectla depositos mensuales
vencidos que ganan el 0,80% de interés mensual. Se desea saber:
a) El valor de cada depo6sito mensual vencido.
b) ¢En cuanto disminuye el valor de cada cuota si junto con la Ultima cuota se agrega un re-
fuerzo de $1.000.-?
C) ¢A cuanto asciende el refuerzo que agrega el inversor a la Gltima cuota si el depdsito men-
sual adelantado es de $700.-?

1+i)" -1
(@) -1 ¢ 48002098 _meag

a)S,=Cs, =C
) nl nli | 1,00850 _1

b) 46.800=S +1000  45.800=S,, C =45.800— 200 _

1,008% -1
La cuota disminuye en [$16,35
1,008™ -1

c) 46.800=S '+ R (1 +1 ) 46.800=700x1,008x 0008 + Rx1,008

=748,59

11.- Hace 2 afios y 2 meses, una persona adquirié un inmueble en $1.500.000.-. A los 2 meses lo
alquilé en $9.900.-. Hoy desea venderlo considerando una tasa de interés del 2% mensual.
¢Cudl debera ser el precio de venta?
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Epoca de valuacion: periodo 26
1.500.000x1,02*° = S"__+ Precio de Venta

24
1.500.000x1,02%° =9.900x1, OZM + PV

2.510.127,17-307.199,97 = PV PV =2.202.927,20

12.- Una persona tiene cuenta en dos bancos diferentes. En el 1ro efectla dep6sitos bimestrales
vencidos durante 6 afios al 2% bimestral con capitalizaciones bimestrales. En la 2da entidad,
la cuota equivale a la anterior incrementada en $500.- y se deposita trimestralmente al 2,50%
trimestral. Si al cabo de los 6 afios ambas cuentas registran el mismo saldo ¢cudl es el valor
de la cuota que se deposita en cada institucion?

1,02%* -1

1,025* -1
n2] ' 0,02

=(C. +500
(C,+500) 0,025

C,x51,994367 = C,x32,349038+16.174,52 ; C,(51,994367 —32,349038) =16.174,52

C = C, =(C, +500) =[1.323,32

13.- Determinar a qué tasa se debe concertar la formacidn de un capital para que en 10 trimes-
tres, con cuotas trimestrales vencidas, los intereses ganados alcancen el 50% del capital for-
mado. (Trabajar con un error menor al 0,001)

Intereses =0, 50XSm
Sm -nC = 0'5OX5m

S5 —n(S;s)=0,50xs,

S3(1-ns ') =0,50x8,

simplificando S

1- ns;1 =0,50
-1 -1 -1 10
1-10xs— =0,50 1-0,50=10xs 0,50=10xs" s =——=20
mil mil mil mil 0’ 50
10
20:sj_ = M =f funcidn creciente
10ti I
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Tanteo financiero. Se prueba con distintos valores de tasa:
Para i=0,10 f., =15,937425 comomidatoes f

Para i=0,14 fi, =19,337295 comomidatoes f;
Para i=0,146 f; =19,911129 comomidatoes f; =20 subo latasa
Para i=0,147 f;=20,008515 comomidatoes f; =20

Como f;, =20 'y 19,911129< f; =20<20,008515 entonces
i,=0146 f;,=19,911129

@ =20 subo latasa

=20 subo latasa

i, =0,147 f(ip) =20,008515 se aplica interpolacion lineal

Interpolacion lineal :

i =i, fo—fay i, —0,146 20-19,911129 .
—= : = y despejando
=i, o) —fo, 0,147-0,146 20,008515-19,911129

i, =0,146+ 20-19,911129 (0,147-0,146) =[0,146914 trimestral| i, <i, <i,

20,008515-19,911129

14.- Determinar a qué tasa mensual se colocaron 12 cuotas mensuales adelantadas de $650.-
cada una para formar un capital de $10.000.-. (Trabajar con un error menor al 0,001).

§' =C'(1+i)s ~ 10.000=650x(1+i)s,

nki

10.000 @L+i)2 -1

———=15,384615=(1+i)s_ =(1+i) =f;, funcion creciente
650 2 i

Tanteo financiero. Se prueba con distintos valores de tasa:

Para i=0,01 fi,=12,809328 comomidatoes f; =15,384615 subo latasa
Para i1=0,03 fi, =14,617790 comomidatoes f; =15,384615 subo latasa
Para i=0,037 f; =15,316286 comomidatoes f; =15384615 subo latasa
Para i=0,038 f; =15,419042

Como f;, =15,384615 y  15,316286 < f;, =15,384615<15,419042 entonces
i,=0,037 f;,=15_316286

i,=0,038 f(ip) =15,419042  se aplica interpolacion lineal

Interpolacion lineal :

i —i. fo—fo i, —0,037  15,384615-15,316286 .

12 = - = y despejando

P N PR 0,038-0,037 15,419042-15,316286

i, =0,037 + 15,384615-15, 316286 (0,038—0,037) =|0,037665 mensual| i, <i, <i,

15,419042 -15,316286
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15.- Determinar el valor financiero de una renta de $7.000.- mensuales al 3% mensual durante
15 meses con actualizaciones mensuales en los siguientes casos:
a) Renta inmediata de pagos vencidos.
b) Renta inmediata de pagos adelantados.
¢) Renta diferida de pagos vencidos (diferimiento de 5 meses).
d) Renta diferida de pagos adelantados (diferimiento de 10 meses).
e) Renta anticipada en 3 meses de pagos vencidos.
f) Renta anticipada en 3 meses de pagos adelantados.
g) Renta de ahorro de pagos vencidos.
h) Renta de ahorro de pagos adelantados.

1-(1+i)" 1-103
V. =Ca =C———=7.000————=|83.565,55
a) Vg =Cay, i 0,03
_ .\-N B 15
b) Vo, =C '(1+ i)am,i:C'(lﬁ- i)ﬂZTOOOXl,OS%:83.565,55X1,03= 86.072,51
: i

—15
c)-d /V, =Ca, (1+i) —Cﬂ(lﬂ)'d =7.ooo%1,o3-5=

-n

—(1+i B 15
d)-d IV =C'(L+i)a, (1+i)° =C'(1+ i)ﬂ(u ) * =7.000x1,03- 511,03 -[64.046,03
_ )" _ -15
9aiv, =ca, (i) =c =gy =7.0001= 2 1,03'=[01.314,33

! )
-n

— i _ -15
fla/v' =C'(1+i)a,, (1+i)"=C'(1+ i)ﬁmi)’a =7.000x1,03 22

1,03° =(94.053,76
i 0,03

. n_ - “_ 15
Gl g iy U)o 00020 1135 160,20)

(1+i)"i i 0,03

. L (1+i0)" -1 1,03° -1
h) 87 =C(1+i)s;, =C'(1+1)7=———=7.000x1,03= = =[134.098,18]

9) S, =Ca, (1+ i)'=C

16.- Dado un modelo de renta himestral vencida de 20 cuotas de $1.500.- cada una, siendo la
tasa del 2,30% bimestral, determinar el valor de la misma en los siguientes momentos. Indi-
car frente a qué problema real se encuentra:

a) 6 meses antes de la época inicial.
b) en la época final.
c) en la época inicial.

a) Renta temporaria por 20 bimestres diferida por 3 bimestres

1 ~ _ 20
-d/V, =Ca (1+i) —C—( +) (1+i) d :1_5001 1,023

1,023°=(22.260,10
i 0,023

b) Imposicidén o renta de ahorro por 20 bimestres

1+i) -1 2
S, =Cs, 0%21.500%— 7.554,91 |=22.260,10x1, 023"
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¢) Renta inmediata o0 amortizacion temporaria por 20 bimestres

1-(1+i)" — -20
ﬂ :1.5ooﬂ =(23.831,65|=37.554,91x1, 023 ®

V. =Ca-. =C
l i i 0,023

17.- Una empresa desea adquirir una maquina cuyo precio de contado es $450.000.- o bien fi-
nanciado en 10 cuotas mensuales a partir de la entrega de la misma que se realizara a los 3
meses de la fecha de compra. Trabajando con una tasa mensual del 1,10% y optando por la
compra a plazo ¢cudl seré el importe de la cuota?

-d/V' =C‘(1+i)am:i (1+i)_d

-10
450.000=C 'x1, Ollﬂ

1,011° |C'=48.823,82| o0 bien

)

. . 1-(1,011) ™
considerando cuotas vencidas  450.000=C gl, 011*

18.- Se contrae una operacion de ahorro y préstamo para la adquisicién de un rodado. El solici-
tante abona "a" cuotas mensuales vencidas reuniendo un capital de $15.128,15 a la tasa de
interés del 1,10% mensual. Transcurrido dicho lapso pactado se recibe el vehiculo cuyo pre-
cio en ese momento es de $38.376,15. EI comprador cancela el saldo de la deuda en 20 me-
ses con cuotas iguales a las abonadas en los primeros "a" periodos.

a) ¢Cual es la cuota mensual vencida?
b) ¢Cuantos periodos se necesitan para formar $15.128,15?

EI a EV n-a=20
f 7 I 1 ]

a) a/Vy=S +V— V. =38.376,15-15.128,15=23.248.
1-1,011?

1-(1+i) ™
% 23.248=C-— """~ C=1.301,30
i 0,011

1+i)* -1 a_
(i) -1 15.128,15:1.301,30%1111

Vm = Cam:i =C

19.- Se adquiere un inmueble en las siguientes condiciones: al efectuar la operacion se pagan
$200.000.- y se recibe el bien. Se abonaran 15 cuotas mensuales vencidas:

a) las 4 primeras de $50.000.- cada una.
b) las 7 siguientes de $60.000.- cada una.
c) y las ultimas de $70.000.- cada una.

Ademas existen 3 pagos extraordinarios de:
$300.000.- al final del 5to. mes

$400.000.- al final del 10mo. mes
$450.000.- al final del 15to. mes.
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Si la tasa es del 3,60% trimestral capitalizando mensualmente ¢cudl es el precio de contado
del bien? Calcular, ademas, el total de intereses abonados.

EV n,;=4 n;=7 n;=4
e

4 5 10 11 15
200.000 300.000 400.000 450.000

-10

P.C.=200.000+V, +(~4/V; ) +(~11/V; )+300.000(1+i) * +400.000(1+i) " +450.000(1+i)

1-1,012* 1-1,012°7 1-1,012*

+60.000 x1,012™* +70.000 x1,0127 +

) I l

+300.000x1,012° +400.000x1,012*° + 450.000x1,012*°
P.C.=200.000+194.141,03+381.881, 64 + 238.374,47 + 282.630, 28 +- 355.021,67 + 376.274,53

|P.C.=2.028.323,62|
Ints. abon. = 200.000 + 50.000x4 + 60.000x7 + 70.000x4 + 300.000 + 400.000 + 450.000 — 2.028.323, 62
|Intereses abonados =221.676, 38|

P.C.=200.000 +50.000

20.- Desde hace 5 afios y hasta hoy he depositado cierta suma al fin de cada mes en una entidad
que capitaliza mensualmente al 0,60% mensual. Dentro de 2 meses deseo comenzar a retirar
al fin de cada mes una suma superior en $2.600.- a la que depositaba anteriormente, de ma-
nera que al cabo de 4 afios termine con mi capital. Calcular el valor de cada uno de los depo-
sitos y cada uno de los retiros. Determinar, ademas, la suma ahorrada en los 5 primeros afios.

EV =60 meses HOY e
s n Lk 7 1
C;=? C=0+2.600
Sq=—d/Vq
1,006%° —1 1-1,006™
a)S., =-d/V C2—— —~—(C +2600)—=—"1,0062
) S n2l ' 0,006 (C, ) 0,006

C,x71,964735 =C,x41,104090 + 2.600x41,104090
C,x30,860645=106.870, 63

1,006° -1
b) 5, =3.463,01= ~——=

21.- Una empresa que fabrica electrodomésticos desea abrir una nueva sucursal en otra ciudad y
para ello toma un contrato de leasing inmobiliario por el término de 5 afios con opcion de
comprar el inmueble en caso que la nueva sucursal prospere. El valor total del inmueble es
de $100.000.000.- y la cuota mensual o canon que debe abonar la empresa al dador del in-
mueble es de $2.350.718,63 a la tasa del 2% mensual. Determinar:

a) el valor residual pactado al final del contrato de leasing
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b) el total de intereses abonados en el contrato

EV n=60 meses
= - —
100.000.000 R

2) 100.000.000 = 2.350.718,63 &, ., +VRXL,02 *

1-1,027°

100.000.000-2.350.718,63 =VRx1,02 ®

100.000.000-81.713.064,01
1,02 %
IVR = 60.000.000. |

VR

b) Intereses abonados = Cx60 —40.000.000
Intereses abonados =2.350.718,63x60 —40.000.000

| Intereses abonados =101.043.117, 98|

22.- Para la construccién de un puente se requieren $500.000.000.- iniciales y $100.000.000.-
cada 10 afios de mantenimiento a perpetuidad. Considerando una tasa de interés del 10%
anual, calcular el valor de contado de esta inversion.

i =1,10" —1=1,593742 para 10 afios
C

Valor de contado=Pago inicial + Renta perpetua=500.000.000+V,=500.000.000+—
i

Valor de contado=500.000.000 + M =(562.745.413.—
1,593742

23.- (Cual seria el alquiler tedrico de un departamento cuyo valor es de $12.000.000.- siendo la
tasa de interés del 1% mensual?

., C'. . C' ,

V' ==-(1+i) 12.000.000=—-1,01 |C'=118.811,88|
S 0,01

24.- ;Cual es el tiempo de anticipacion de una renta perpetua de $742.545,59 con cuotas bimes-
trales vencidas de $13.000.- si la tasa es del 2,30% bimestral?

alv, = 3(1+ i)’ 742.545,59=">2001 75 la=12 bimestres |
S 0,023

1
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CAPITULO V

Rentas con Cuotas Variables y Flujos Irregulares

5.1. Rentas con cuotas variables en progresion aritmética.
5.1.1. Determinacion del Valor Actual
5.1.2. Observaciones
5.1.3. Ejemplo
5.1.4. Aplicacion (Otras rentas y rentas perpetuas)

5.2. Rentas con cuotas variables en progresion geométrica.
5.2.1. Determinacion del Valor Actual
5.2.2. Observaciones
5.2.3. Ejemplo
5.2.4. Aplicacion (Otras rentas y rentas perpetuas)

5.3. Rentas con cuotas variables sin Ley. Teoria de las Inversiones.
5.3.1. Definicion.
5.3.2. Clasificacion.
5.3.3. Criterios de evaluacion.
5.3.3.1. Criterio del Valor Actual Neto — V.A.N.
5.3.3.2. Criterio de la Tasa Interna de Retorno — T.I.R.

5.4. Inversiones que presentan distintas vidas econémicas
5.5. Flujos Irregulares.
5.6. Aplicaciones (Proyectos mutuamente excluyentes)

5.7. Ejercitacion Capitulo V.
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RENTAS CON CUOTAS VARIABLES Y FLUJOS IRREGULARES

5.1. Rentas con Cuotas Variables en Progresion Aritmética

5.1.1. Determinacién del VValor Actual

En estas rentas cada cuota se obtiene de la anterior sumandole una constante llamada ra-
z6n que se simboliza “r”.
EI=EV
0 1 2 3 -1 H
| | / | |
C C+r  CH2r CHn-2 CHn-1y

Como la época de valuacion est4 ubicada en el momento inicial se deben actualizar todas

las cuotas
C C+r C+2r C+(n=-2)r C+(n-=-Dr
+..+ +

V. = + + 1
mha ] 4 1+ @+i)’ @+ @+i)" @
Multiplicando ambos miembros por (1+1)
Vo (Q+i)=C+ C+_r+C+_2£+“.+C+(n_—_22)r+C+(r?—_11)r 2)
nipa @+i)  (@+i) @+i)" (L+i)"

Restando (2) - (1), agrupando los términos con igual denominador y escribiendo primero
el primer término de (2) y tltimo el ultimo término de (1):
r r  C+(n-Dr

(1+|) a+iy Ay @iy
: A C r
Vit Vil Vi =C L Ty @y @y

j=1

- C n 1 nr
Vﬂpal :(C_(l_{_i)nJ—’_r; (:|_—H)J _(1+i)n

pasando i dividiendo al segundo miembro y agrupando

1-@+i)™ 51 nr r nr,. ...,
V., =C|——— |+— — — =|C+—la, ——(@A+i
pa [ i J ,—Z:l:(l+i)’ i(1+i)" ( ij m @+

Vie = (C+ )ajl——(lﬂ) Formula final

(1+)-V,_ =C+

Tpa

Sien se suma y resta “nr” en el segundo miembro

Vo d =C[1-(+i) " |+ra, + {nr = (122),] }—

VTpa [1 @+i)” ]+ram:i+nr[1—(l+i)*”]—nr
Vﬂpa :C|:1_(1_—+i)_n:|+£am_i +nr|:1_(l_—+i)_n:|_1
[ i [ [

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzalez 168



Capitulo V — Rentas con Cuotas Variables y Flujos Irregulares

V.

T Formula final equivalente a la anterior

r nr
:[C +T+nr}aj_. It
| nii I

5.1.2. Observaciones:

a) Si r>0 las cuotas son crecientes
b) Si r=0 las cuotas son constantes y se obtiene la formula de una renta inmediata con
cuotas constantes y vencidas.

V.

_lc r nr
Tpa = | CETHAOM am:i—Tsw—O

I

Conclusidén: Una amortizacion con cuotas constantes es un caso particular de una renta
con cuotas variables en progresion aritmética donde la razon r=0.

c) ¢Puede ser negativa la razon de la progresion aritmética que vincula las cuotas?

Ej.: Suponiendo que C =300 y r = -100 entonces C, =200, C3 =100, C, = 0, Cs = -100.
Esto es un absurdo.

La razén de la progresion aritmética puede ser negativa con la condicién que la Gltima
cuota sea positiva:

C+(n-Dr>0C+nr—r>0nr>—C-r)

n< —[uj (el sentido de la desigualdad cambia porque r es negativo)

Vﬂ = C:am:i

p
Enel ejemplo n< —(%j
La cantidad de cuotas en que se puede pactar el pago de la deuda es menor o igual a 3.

5.1.3. Ejemplo:

Suponiendo una deuda que se cancela con cuotas variables en progresion aritmética al 4%
mensual donde la primera cuota es de $2.000.- la razén de $20.- y a cancelar en 12 meses de-
terminar la deuda a cancelar y construir el cuadro de amortizacion.

-12
Vo, = [c s nr}amj SL [2.000+ 2 +12x20}1_1’ 04~ 12X _1519715.10
i i 0,04 0,04 0,04

k Deuda Ints Cuota Amort Total amort Saldo
()= E)r | @=1) xi | @)=Cha+ 1 | (4) = C(2) | (B)=suma(d) | (6)=(1)-(4)
1| 1971510 788,60 200000 121140 1.21140| 1850371
2| 1850371 74015 202000 127985 2.49125| 17.223,85
3| 17.22385| 688,95] 204000| 135105 3.84229| 1587281
4| 1587281  63491| 2060,00| 142509| 5267,38| 14.447,72
5| 1444772 57791| 2080,00| 150209| 6.769,47 | 12.945,63
6| 1294563 51783] 210000 158217 8.351,65| 11.363,45
7| 11.36345|  45454] 212000| 166546 10.017,11| 9.697,99
8| 9.69709| 387.92| 214000 175208 11.76919| 7.945,1
o| 794591 31784| 216000 184216 1361135 6.103,75
10| 610375 24415] 2180,00| 1.93585| 15547,20| 4.167,90
11| 416790  16672| 220000] 2.03328| 17.580,49| 2.134,62
12| 213462 8538| 222000 213462 19.71510 0,00
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5.1.4. Aplicacion de rentas con cuotas variables en progresién aritmética

Cuando se estudid el valor actual de una renta temporaria, inmediata, con cuotas constan-
tes y vencidas se obtuvo la siguiente formula que se la llam¢ “formula base™ V- =Ca.

Se determind, también, que a medida que se modificaba alguna condicion de la renta se
introducian distintos factores a saber:
a) Si la cuota es adelantada aparece el factor (1+1)

b) Si la renta es diferida aparece el factor (1+i)™
¢) Silarenta es anticipada aparece el factor (1+1)®

d) Silarenta se valGa al final (renta de ahorro) aparece el factor (1+i)"
Recordando que el valor actual de una renta con cuotas vencidas variables en progresion

r nr, ...
= (C +Tjam:i _T(l+ )

aritmética y considerando como “férmula base”: Vmpa

Incorporando los mismos factores antes mencionados se obtendran las distintas rentas tempora-
rias con cuotas variables en progresion aritmética (cuadro I)

1+i)' -1, .
" :—( ) —(1+i) =5,
(1+i) i '
Rentas perpetuas: Cuando se estudiaron las rentas perpetuas de cuotas constantes se apli-
co el lim a las rentas temporarias. Siguiendo el mismo razonamiento:

n—oo

[recordar que: a, (1+1)

. . r nr, ...
vmpa:hmv :Ilm{[C+T}ami—T(l+l) }yrecordando que |imam‘_:%entonces

nlpa
n—w  nhp n—o now M

V. =limV, =[C+Trjlima7__—lim _r :(C+£)1_023+g
nPa - noeo NP i Jooe M noel j(14])" i )i i

Aplicando la regla de L’ Hopital se demostrard que el limite del sustraendo es 0. Breve-

mente, la regla de L” Hopital dice que:
.. f(x) 0 © L L : . (%)

Si lim——=—— 0 — — dicha indeterminacion puede salvarse haciendo lim—
= g(x) 0 0 == g'(x)

Como r e i son constantes se sacan fuera de la demostracion

lim—— — 2y haciendo las derivadas
e (1+1) o0

lim nl =lim ln -0
e (1+i) .In@+i) " (1+i) S

. C r , . i
Llamando a esta formula Vmpa =—+—| “formula base” e incorporando los distintos
| |

factores mencionados anteriormente se obtienen las demas rentas perpetuas con cuotas variables
en progresion aritmética (cuadro I1).
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Cuadro I: Rentas Temporarias con Cuotas Variables en Progresién Aritmética

Temporaria
Con cuotas vencidas Con cuotas adelantadas
Inmediata Vi = (C + jaj. ——(1+I)7n "formula base' Vi _KC + jaT ——(1+|) }(1+i)
.\—d . "y . .\—d
Diferida AV, = Km jaT iy }(1“) A = Kc jam S }(1+.)(1+.)
\a , nr . \a
Anticipada alVy, = KC+ ]aT ——(1+|) }(1+|) alv'y = KC + jaT —T(1+|) }(1+|)(1+|)
Imposicidn (caso particu- r nr nr
lar renta anticipada a = n) Siipa = [C +TJ S - S'a = KC + JST. | (1+i)
Ejemplo: si C=20.000.-; r=200 ; n=12; i=0,04 se calcula la renta base y para las demas rentas temporarias con cuotas variables en progresién

aritmética se multiplica por el factor que corresponda.

Con cuotas vencidas Con cuotas adelantadas
200 \1-1,04" 12x200
Inmediata Vmpa=(20-000+0 04j 00d o004 1,04 =197.151,02 V', =197.151,02x1,04 =205.037,06
Diferida  d=6 ~d /V, , =197.151,02x1,04 " =155.811,32 -d/V';  =155.811,32x1,04 =162.043, 77
Anticipada a=1 a/V,, . =197.151,02x1, 04' = 205.037,06 alV'y = 205.037,06x1,04 =213.238,54
Imposicion (a=n=12) S, =197.151, 02x1,04*%=315.645,14 S pa =315.645,14x1,04=328.270,94
nipa

Observacion: la renta temporaria inmediata con cuotas adelantadas es igual a la renta temporaria anticipada por 1 periodo con cuotas vencidas
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Cuadro Il: Rentas Perpetuas con Cuotas Variables en Progresion Aritmética

Perpetua
Con cuotas vencidas Con cuotas adelantadas
C r . " , C'r .
Inmediata Vapa = T+i_2 formula base V oa :(T+i—2j(1+ i)
C r \—d , C'r . \—d

Diferida -4V, =(T+i—zj(1+') —d/V :(T+i_2j(l+')(l+')
Anticipad _ C r .\a . _ C' r . .\a

nticipada alv,, ‘(T*TZJ(“') AV, ‘[T*TZJ(“')(“')
Imposicion

(E.V.= E.F. infinito) No existe No existe

Ejemplo: si C=20.000.- ; r=200.- ;
ca se multiplica por el factor que corresponda.

Con cuotas vencidas

Con cuotas adelantadas

Inmediata wlpa

~20.000 200

+ > = 625.000,00
0,04 0,04

20.000 200
wlpa = + 2
P 0,04 0,04

]1, 04 =650.000,00

Diferida  d=6

—d /Vﬁpa =625.000,00x1,04° =493.946,58

—-d/V Iﬁpa =493.946,58x1,04 = 513.704,44

Anticipada a=1 alV
oolpa

=625.000,00x1,04" = 650.000, 00

alv pa = 0690.000,00x1,04 =676.000, 00

Imposicion (a=n=12)

Observacién: la renta perpetua inmediata con cuotas adelantadas es igual a la renta perpetua anticipada por 1 periodo con cuotas vencidas.
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5.2. Rentas con Cuotas Variables en Progresion Geométrica

5.2.1. Determinacion del VValor Actual

En este caso cada cuota se obtiene de la cuota anterior multiplicandola por una constante
llamada razon que se simboliza “q”.
EFEV
0 1 2 3 n-1 H
| | | | / I |
C Cq qu qui-l C‘qﬁ-l

Como la época de valuacion estd ubicada en el momento inicial se deben actualizar, nue-
vamente, todas las cuotas:

C Cq Cq’ Cq™*
L E— ot —
1+ (L) (@+1) @$+i)

*)

El segundo miembro es la suma de términos de una progresion geométrica en la cual:
r =razon de la progresion = g/(1+i)

a1 = primer término de la progresion = C/(1+i)

n = nimero de términos = n cuotas

n

si r>1

siendo la suma de términos S, =&,

(an 1 Q" — (i)
C \1+i _C @$+i)"

My 4| 9 4 1+ a-(+0)
1+1 1+i

V. —C q"—@Q+1)

DOIP VG, = [a—@+i)]@+i)"

. . B @+n"-q" , .
b Sige 1+ Vo _C[(1+i)—q](1+i)” Formula final

c) Si q=1+i queda una indeterminacién igual a 0/0. Reemplazando en (*)
C C C C
+ +..+

g — A T -+ -

PO 141 141 1+i 1+i
~nC nC

T 1ri g

Aclaracion:

A la razo6n de la progresion geométrica “q” se la puede reemplazar por “1+g” donde “g”
es la tasa de variacion de las cuotas. Numéricamente, si

. las cuotas crecen un 5% entonces ¢=0,05y g=1+g = 1,05

. las cuotas decrecen un 5% entonces g = -0,05y g=1+g =1-0,05=0,95.

Reemplazando g por 1+g en
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V. - @+)"-q" _ @+D)"-(1+9g)"
g [A+i)—q]@+i)" [A+i)-@+0)]@+i)"
escribiendo (1+1i)" en el denominador del numerador
@+nN"-@+g)"
@+i)"

V., =C distribuyendo (1+1i)"
e T T i) = (1+ g) yendo (1+1)

V., =C—————<| otrafdérmula final equivalente a

5.2.2. QObservaciones:
a) Sig>1implicaque g>0 yentonces las cuotas son crecientes.

b) Si g =1 las cuotas son constantes (g = 0) y se obtiene la férmula de una renta inme-
diata de cuotas constantes y vencidas. Reemplazando en

v - @) -1 @)1 1-@+D)”
Mo ) -1 @) i) i

= Caﬂ:i = Vﬂ

Conclusion: Una amortizacion con cuotas constantes es un caso particular de una renta
con cuotas variables en progresion geométrica donde la razon g=1 o tasa de variacion g=0.

c) Si0<qg<1 lascuotas son decrecientes. (La tasa de variacién -1<g<0)

d) ¢Puede ser negativa la razon de la progresion geométrica (q<0) que vincula las cuo-
tas? NO, porque se obtendrian, alternativamente, una cuota positiva y la siguiente negativa.
(Esta condicion implica que la tasa de variacion g < -1)

e) Sig=0entonces g=-1 luego no existe renta (solo la primera cuota)

5.2.3. Ejemplo:

Suponiendo una deuda que se cancela con cuotas variables en progresion geométrica al
4% mensual donde la primera cuota es de $2.000.- y aumentan acumulativamente un 1% y a
cancelar en 12 meses determinar la deuda original y construir el cuadro de amortizacion.

\n n 12 12
_=C @) —a 500 204 ~1OL" 1619725 89
[(1+|)—q](1+|) (1,04-1,01)1,04
k Deuda Ints Cuota Amort Total amort Saldo
(1) =)k | =) xi [B)=Ck1xq]| (4)=(3)-(2) [(5)=suma(4) | (6)=(1)-(4)
1 19.745,89 789,84 2.000,00 1.210,16 1.210,16 | 18.535,73
2 18.535,73 741,43 2.020,00 1.278,57 2.488,74 | 17.257,16
3 17.257,16 690,29 2.040,20 1.349,91 3.838,65 | 15.907,25
4 15.907,25 636,29 2.060,60 1.424,31 5.262,96 | 14.482,93
5 14.482,93 579,32 2.081,21 1.501,89 6.764,85 | 12.981,04
6 12.981,04 519,24 2.102,02 1.582,78 8.347,63 | 11.398,26
7 11.398,26 455,93 2.123,04 1.667,11| 10.014,74 9.731,15
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8 9.731,15 389,25 2.144,27 1.755,02| 11.769,76 7.976,13
9 7.976,13 319,05 2.165,71 1.846,67| 13.616,43 6.129,46
10 6.129,46 245,18 2.187,37 1.942,19| 15.558,62 4.187,27
11 4.187,27 167,49 2.209,24 2.041,75| 17.600,38 2.145,52
12 2.145,52 85,82 2.231,34 2.145,52| 19.745,89 0,00

5.2.4. Aplicacién de Rentas con cuotas variables en progresion geométrica
Cuando se estudid el valor actual de una renta temporaria, inmediata, con cuotas constan-

tes y vencidas se obtuvo la siguiente formula que se llamara formula “base”: Vo =Ca,

Se determind, también, que a medida que se modificaba alguna condicion de la renta se
introducian distintos factores a saber:

a) Si la cuota es adelantada aparece el factor (1+1)
b) Si la renta es diferida aparece el factor (1+i)™
c) Silarenta es anticipada aparece el factor (1+1)*

d) Silarenta se valGa al final (renta de ahorro) aparece el factor (1+i)"

Entonces, si se considera como formula “base” de las rentas con cuotas variables en pro-
gresion geométrica a:

o)
_ 1+1

nlpg i—g

Y considerando los distintos factores antes mencionados se obtienen todas las rentas tem-
porarias con cuotas variables (cuadro Il1).

Rentas Perpetuas: Para hallar el valor financiero global de las rentas perpetuas con cuo-

tas variables en progresién geométrica se aplicara el ,Iml a las rentas temporarias.

Aqui debe hacerse una primera aclaracién. Si la tasa de variacion de las cuotas ¢g>0 el
valor de las cuotas tenderia a o . Por lo tanto existe una restriccion: g<0 siendo las cuotas de-
crecientes.

1_(1+gjn
VE limV, =Ilim<C _1+' = c Iim{l—(“—gj} siendoo<[1+—g)<1 se obtiene

pg _neoo nlpg n—o |—g I—g N—0 1+i 1+i

y siendo Iimlil—(“—g)}:lim[l—o]:l porque O<[11+—9j<1

n—omo 1+1 n—m +1

«lpg

= L "formula base"
I-g
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Aqui debe hacerse una segunda aclaracion. Para que el valor financiero global de esta
renta sea positivo se exige que la tasa de variacion de las cuotas “g” debe ser menor a la tasa de
actualizacion “i” (g<i). Esta segunda aclaracion esta incluida en la primera donde g<0.

Para las rentas perpetuas con cuotas variables en progresién geométrica se incorporan los
distintos factores mencionados anteriormente y se obtienen las distintas expresiones (cuadro V)
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Cuadro I11: Resumen de Rentas Temporarias con Cuotas Variables en Progresion Geométrica con g # (1+i)

Temporaria
Con cuotas vencidas Con cuotas adelantadas
1+g ) 1+g )
Inmediata 1_(1+ij 1_(1+ij
vV, =C———< "férmula base" o =Cl————(1+i)
nlpg i—-g nipg 1-g
1+g 1+g )
Diferida 1_( 1+i j . 1_(l+ij .
~d/V, =C— (1+i) 4V =C = (i) (i)
nlpg i—g g 1-g
1+g) 1+g )
Anticipada 1= 1+i a 1- 1+i a
alVy, =C— (1+1) alvV', =C'————(1+i)(1+i)
nipg i—g g 1-g
Imposicion 149 1+gY
(caso particular de una 1—( 1+i j _ 1_(1+i) _ N
renta anticipada a = n) Sipg = g @+i)" g =C'T(1+I)(1+I)
Ejemplo: si C=20.000.-; g=0,01=>g=1+g=1,01 ; n=12; i=0,04 se calcula la renta base y para las demas rentas temporarias con cuotas varia-
bles en progresion geométrica se multiplica por el factor que corresponda.
_ 1-(1,01/1,04)" , 1-(1,01/1,04)"
Inmediata Vj =20.000 =197.458,94 | V oy = 20.000 1,04 =205.357,30
P 0,04-0, npo 0,04-0,
Diferida d=6 —d /V,, , =197.458,94x1,04°=156.054,67 ~d /v, =156.054,67x1,04 =162.296,86

Anticipada a=1

a/Vmpg =197.458,94x1,04'=205.357,30

alVv oy —205.357,30x1,04 = 213.571,59

Imposicion (a=n=12)

S . =197.458,94x1,04*=316.138,13

nl

S, =316.138,13x1,04 = 328.783,65
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Cuadro IV: Resumen de Rentas Perpetuas con Cuotas Variables en Progresién Geométrica con g # (1+i)

Perpetua
Con cuotas vencidas Con cuotas adelantadas
Inmediata = L “formula base" Ve = _C—(1+ i)
olpg i— g xlpg | — g
Diferida —d/V., = i(1+ i) —d/V' = £(1+i)(1+ i)

lpg i— g wlpg i— g
Anticipada alv. =S (1+i) alv. =S (1+i)(Lri)

Epg | _ g ;’pg | _ g
Imposicidn No existe No existe

Ejemplo: si C=20.000.-; g=0,01; i=0,04 se calcula la renta base y para las demas rentas perpetuas con cuotas variables en progresion geométrica se

multiplica por el factor que corresponda. Se aclara que el valor de las cuotas tenderia a infinito pero la renta tiene un valor finito.

Con cuotas vencidas

Con cuotas adelantadas

Inmediata

20.000

o =~ =666.666,67
~P0,04-0,01

20.000

2o = x1,04=693.333,33
~P0,04-0,01

Diferida d=6

—d /Vng =666.666,67x1,04° =526.876,35

—-d/Vv 'Epg =526.876,35x1,04 = 547.951, 40

Anticipada a=1

a/Vng =666.666,67x1,04" = 693.333,33

al'Vv 'ng =693.333,33x1,04 = 721.066,67

Imposicion (a=n=12)

Observacién: la renta perpetua inmediata con cuotas adelantadas es igual a la renta perpetua anticipada por 1 periodo con cuotas vencidas
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Caso Particular:
Si la tasa de interés coincide con la tasa de crecimiento de las cuotas (i = g) entonces

q=1+i = 1+g y ya se determind que la formula base es:

_nC_nC_nC
14 g 1+g

A medida que se modificaba alguna condicion de esta renta se introducen los distintos

factores que la modi

fican, a saber:

Con cuotas vencidas Con cuotas adelantadas
Inmediata V. " t6rmula base . =n—c_(1+i): nC'
"R T4 e 14
- - 1 ] \—d
Diferida 4V, =n—C_(1+i)_d -d/Vv', =nC (1+i)
P14
Anticipada alVy = n_C_(1+ i)a alv Impg =nC '(1+i)a
T 14
Imposicion _E a\n S =nC'(1+i)"
P Smpg = 1 (1+ |) nlpg ( )

Ejemplo: si C=20.000.- ,

distintas rentas.

n=12 e i=g = 0,04 calcular el valor financiero global de las

Con cuotas vencidas

Con cuotas adelantadas

Inmediata - 12X128-4000 _ V' =12x20.000=
D(ijfe:riéja IV, = 12X128;1000 104° = —d /v, =12x20.000x1,04° =|189.675,49

An;ic:iplada alvy = 12)(128-4000 104 = alV'y  =12x20.000x, 04" =

Imposicion | g - 12x20.000) gp2 _ S" ., =12x20.000x1, 047 = 384, 247,74

1,04

Aclaracion:

Para n—> o el valor de financiero global de la formula base tendera = oo y todas las
demas variantes también. Por lo tanto ninguna de estas rentas tiene aplicacion practica.

5.3. Rentas con Cuotas Variables Sin Ley — Teoria de las Inversiones

En estas rentas las cuotas varian en forma arbitraria, sin existir una razén que las vincule.
Para su estudio se aplica la “Teoria de las Inversiones”.

5.3.1. Definicién
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Una inversion es una asignacion de recursos que se realiza con el propoésito de recuperar
los fondos invertidos y obtener, ademas, un cierto beneficio.

En la determinacion de los flujos netos el criterio de lo devengado no tiene aplicacion.
Los cobros y los pagos se determinan sobre la base incremental de caja utilizando el criterio de
lo percibido.

Si bien en la realidad financiera los ingresos y los egresos se realizan préacticamente en
forma continua, para facilitar el analisis y los calculos se considerard que los mismos se produ-
cen al final de cada periodo, a excepcién del desembolso inicial que, por su gran magnitud, se lo
analizaré en el momento inicial (momento 0).

Si se simboliza con:

Cj al cobro en el periodo j

P; al pago en el periodo j

F; al flujo neto del periodo j

Fj = Cj - Pj

Al conjunto de ingresos y egresos generados por una inversion se lo denomina “fluir neto
de fondos”.

Considerando que la inversion tiene una duracion de “n” periodos, al conjunto de los flu-
jos se lo puede expresar como un vector:

F= (Fo; Fl; Fz;-'-; Fn)

Normalmente, en el momento inicial, no existe ingreso es decir Co = 0 y entonces Fo< 0.
A este flujo se lo llama tamafio o base de la inversion.

Graficamente una inversidn se representa en un sistema de coordenadas cartesianas: en el
eje de abscisas o variable independiente se representa el tiempo y en el eje de ordenadas o va-
riable dependiente, los flujos (gréafico (1)):

F; &

peri

&
[—y
i
Lh
o
[#0e]
R ¥

5.3.2. Clasificacion

1- Seqln las Caracteristicas de los Flujos Netos de Fondos

a) Proyectos ordinarios, simples o convencionales: Se caracterizan por la existencia de
una serie de flujos negativos (puede ser un unico flujo) seguido de una serie de flujos positivos.
Se observa un solo “cambio de signo” entre los distintos flujos. Son los que se estudiaran en
este libro.
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L

F 3

b) Proyectos extraordinarios, no simples 0 no convencionales: Durante toda la vida del
proyecto aparecen alternativamente flujos positivos y flujos negativos. Se dice que existe mas
de un (1) “cambio de signo” entre los distintos flujos. (Ver grafico (1) de ésta pagina, presenta 5
cambios de signo).

c) Proyectos que generan solo egresos: estos proyectos no generan ingresos. Como ejem-
plo, se menciona un proyecto de investigacion (una nueva droga, fertilizante, herbicida, etc.)
que después de determinado tiempo se abandona porque no se obtienen los resultados espera-
dos.

d) Proyectos de generacién de fondos: en este caso el flujo inicial es positivo y todos los
demas son negativos. Es el caso de un préstamo considerado desde el punto de vista del tomador
del mismo. Es el Unico caso en que, al evaluar el proyecto, se busca la menor tasa de interés ya
que para el deudor es la tasa de costo del préstamo.

&n
Fiy-

L J

BN

2- Segun la Relacidn existente entre proyectos de inversion.

a) Proyectos Independientes: La independencia debe darse tanto desde el punto de vista
técnico (las dos inversiones no deben relacionarse en cuanto a su uso técnico) como desde el
punto de vista econémico (los flujos netos de fondos de los proyectos deben ser independien-
tes). El efecto sobre la rentabilidad de los dos proyectos juntos debe ser igual a la rentabilidad
de los proyectos realizados separadamente.

R(A+B) = R(A) + R(B)

Donde R(A+B) rentabilidad de los dos proyectos realizados conjuntamente
R(A) rentabilidad del proyecto A
R(B) rentabilidad del proyecto B
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b) Proyectos econdmicamente Dependientes

b1) Inversiones necesarias: para que un proyecto A se realice necesariamente debe reali-
zarse un proyecto B. El proyecto A desaparece si B no se realiza.

b2) Inversiones complementarias: Un proyecto B es complementario de otro A si, de lle-
varse a cabo B, aumentan los beneficios esperados de A. En términos de rentabilidad:
R(A+B) > R(A) + R(B)

b3) Inversiones sustitutivas: Un proyecto B es sustitutivo de otro proyecto A cuando de
llevarse a cabo B disminuyen los beneficios de A.
R(A+B) < R(A) + R(B)

b4) Inversiones incompatibles 0 mutuamente excluyentes: Un proyecto B es mutuamente
excluyente de un proyecto A cuando de realizarse B no puede llevarse a cabo A. En este caso
puede realizarse, solamente, uno de los dos proyectos.

5.3.3. Ciriterios de Evaluacién

En toda inversién se presenta el problema fundamental de determinar su rentabilidad. Al
disponer de una medida de rentabilidad el inversor estd en condiciones de decidir la aceptacion
0 el rechazo de la misma.

Se analizaran dos métodos, V.A.N. y T.LLR., que tienen en cuenta el “valor tiempo” del
dinero (utilizan las funciones financieras de actualizacion y capitalizacion).

5.3.3.1. Criterio del VValor Actual Neto - VAN
5.3.3.1.1. Definicion

“El Valor Actual Neto de una inversion es la suma de todos los flujos netos generados por
una inversion actualizados al momento inicial (momento 0)”.

Se lo llama también “Valor de Capital” o “Criterio de la Tasa Externa de Retorno”.

Graficamente

EV=EI
0 1 2 3 n-1 H
| | | | /) | |
Fg F_.' F_.‘ F3 Fﬁ-.-' F.H
VAN =F, + F1_+ FZ_ =+ F3_ s+t F”_ *)
1+i @+i)° (@+i) @+i)"
n F. n F.
VAN = - o bien VAN =-F +» ——
i (L+1)’ = (1+1)’

Como normalmente Fo representa el desembolso inicial se lo deja fuera de la sumatoria y
con signo negativo.

El VAN mide la rentabilidad de un proyecto como una suma financiera de unidades mo-
netarias (pesos, dolares, yenes, etc.), es decir, en términos absolutos.

5.3.3.1.2. Criterio de aceptacién
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Una inversion es rentable si y s6lo si el valor actual neto es mayor o igual a cero. En sim-
bolos:  Si VAN >0 < la inversion es rentable

5.3.3.1.3. Casos particulares

1° Se supone que todos los flujos son iguales salvo el del momento inicial 0.

Si =R =FR=..=F=F en(*)
VAN =-F, + F_+ F_2+ F_3+...+ F_
1+i @+i)° (@+i) @+i)"
L1
VAN =-F,+F ) VAN =-F, +Fa_,

= (L+i)
En el segundo miembro, el segundo término es una renta temporaria inmediata de cuotas
constantes y vencidas F.
Se concluye que, en este caso particular, el VAN se obtiene sumando a la renta inmediata
el flujo inicial negativo.

2° Se supone que todos los flujos son iguales y ellos son ilimitados (N — o0)

VAN, =limVAN =lim(-F, +Fa_ )=-F,+Flima_ =-F +F Iimﬂ:—F0 + F%
n—oo - n—w . |

n—oo n—oo |

VAN, =—F, +—
|

En el segundo miembro, el término positivo es una renta perpetua inmediata de cuotas
constantes y vencidas F.

5.3.3.1.4. Tasa de Actualizacion

Para determinar el VAN de un proyecto se actualizan todos los flujos netos al momento 0O
con una tasa de interés o actualizacion. Dicha tasa permite lograr dos objetivos:

1° homogeneizar los flujos en relacion al tiempo mediante la operacién financiera de ac-
tualizacién y
2° evaluar la conveniencia economica de la inversion.

Si bien en la literatura financiera se ha discutido bastante sobre cémo determinar esta tasa
de actualizacion existen tres posiciones principales:

Primera posicién: Rendimiento Minimo Requerido: establece que la tasa de actualizacion
es la tasa minima requerida por el inversor para gque la inversién resulte provechosa. Es el ren-
dimiento por debajo del cual el inversor no esta dispuesto a arriesgar su capital. Se considera
gue esta tasa es la mas subjetiva, dentro del contexto econdmico financiero vigente.

Segunda posicion: Costo de Oportunidad: en este caso la tasa de actualizacion representa
la ganancia que el inversor puede obtener de la mejor alternativa de inversion. Generalmente, el
costo de oportunidad se mide como la tasa maxima que paga el mercado.

Tercera posicion: Costo de Capital: esta tasa representa lo que a la empresa le cuesta ob-
tener los recursos financieros para llevar a cabo el proyecto, ya sea de capital propio como
ajeno. Bajo esta posicion, la tasa de costo de capital es el costo promedio ponderado de las dis-
tintas fuentes de financiacion de la empresa.
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Ejemplo: Para realizar una inversion se necesita disponer de $1.000.000.-. Se tienen
$400.000.- de capital propio que se podrian invertir a una tasa del 15% anual. Evidentemente, se
debe obtener $600.000.- de capital ajeno cuyo costo es de un 30% anual. Calcular la tasa de
costo de capital resultante:

Capital Propio +tasa activa Capital Ajeno

i =tasa pasiva - -
Capital Total Capital Total

400.000 55 000000 _ 5.6 40+0,30x0,60 = 0,24

1=0,15———++
1.000.000 1.000.000

El costo de capital es del 24% anual.
De estas tres posiciones esta Gltima es la que mas aceptacion tiene.

5.3.3.1.5. Analisis Funcional del V.A.N. para proyectos convencionales

Recordando que el VAN es:
VAN, =—F, + RA+i) "+ F,0+i)? +...+ F, (1+i)™"

Valores extremos

i VAN
n
0 ~F+F+F,+..+F =) F
j=0
—> 0 -FR+—>0 —-F, asintota

VAN, '=0-F(1+i)* —2F,(1+i)" —..—nF, (1+i)"™ < 0 =>funcion decreciente

VAN, " =2F (1+i)° +6F,(L+i) ™ +..+n(n+1)F, (1 +i) ™ >0 =>funcion conca-

va hacia arriba

5.3.3.1.6. Gréfico del VV.A.N. para proyectos convencionales
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VAN

2F;

=

VAN =10 (inversion rentable)

-

0 I inversion no rentable .r
FAN=0

gsintota
B B

Observando este grafico queda en evidencia la dependencia del criterio VAN con respecto
a la tasa de actualizacion utilizada: segun el valor de la tasa un mismo proyecto puede ser acep-
tado o rechazado.

ACLARACION: Cuando se busca el Valor Financiero Global de una “renta con cuotas
variables sin ley” se calcula el Valor Actual (V.A.) de una inversion (no se tiene en cuenta el

flujo del momento cero Fo).

Ejemplo:

Un proyecto implica una inversion inicial de $1.300.000.- y se estima que generard ingre-
sos netos de $650.000.- y $1.000.000.- durante los dos periodos siguientes. Evaluar la conve-
niencia de efectuar la inversiéon si se pretende un rendimiento periodico del 14%.

Fi Fj actualizado
0 -1.300.000  -1.300.000,00
1 650.000 570.175,44 =650.000/1,14*
2 1.000.000 769.467,53 =1.000.000/ 1,14
VAN = 39.642,97

VAN> 0 implica que la inversidn es rentable

5.3.3.2. Criterio de la Tasa Interna de Retorno - TIR
5.3.3.2.1. Definicién

“La Tasa Interna de Retorno es aquella tasa que iguala a cero (0) el Valor Actual Neto de

una inversion”.
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También se suele definir como aquella tasa que iguala el valor presente de los cobros y de
los pagos esperados de un proyecto de inversion. Graficamente:

EI=EV
0 1 2 3 n-1 M
| | | | / | |
Fy F; F; Fs For  Fy
F F, K F,
.+ —1 ~+ — 4ot — =
1+r (@+r)° (1+r) @+r)
n = n F.
> —1—=0 0 bien —F+) ——=0
i (L+1)’ = (1+r)’

donde “r” es la Tasa Interna de Retorno.

Como normalmente Forepresenta el desembolso inicial se lo deja fuera de la sumatoria y
con signo negativo.

La TIR mide la rentabilidad de un proyecto en términos relativos, a través de una tasa de
interés.

5.3.3.2.2. Criterio de Aceptacion

Una inversion es rentable si y s6lo si la tasa interna de retorno es mayor o igual a la tasa
de costo de capital. En simbolos: Si TIR=i< lainversion es rentable

5.3.3.2.3. Casos particulares

1° Se supone que todos los flujos son iguales salvo el del momento inicial 0.

Si F1=F2=F3=...=Fn=|:
F F F F
-k, + + >+ Tt - =
1+r (@+r)° (@+r) @+r)
51
-F+F -=0 -F+Fa; =0
’ ;(1”)1 oo
F
am;r—Fo

Para calcular la “r” se debe aplicar tanteo financiero e interpolacion lineal.

2° Se supone que todos los flujos son iguales y ellos son ilimitados ( N — o0)

. . . 1-@Q+r)™ 1
lim-F,+Fa, |]=—-F,+Flima, =-F,+Flim———=-F,+F==0
n—>oo( 0 m:r) 0 n—oo nlr 0 n—oo r 0 r

F
FO = — r =£

r K
Ejemplo:
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Un proyecto implica una inversion inicial de $1.300.000.- y se estima que generara ingre-
sos netos de $650.000.- y $1.000.000.- durante los dos periodos siguientes. Evaluar la conve-
niencia de efectuar la inversion aplicando el criterio TIR sabiendo que la tasa de costo de capital
es del 14% periddico.

0=-1.300.000 + 650.000 + 1'000'090 dividienco ambos miembros por 10.000
1+r (1+r)
0=-130 +E+ 100 y haciendo un cambio de variable x = 1 nos queda

I+r (1+ I‘)2 I+r

0=-130+65x+100x> entonces 0=100x*+65x—-130 donde a=100: b=65: c=-130
_ —b+-%o?—4ac 65+ %/65% + 4x100x130

recordando que: X, = =0,860591
' 2a 2x100
X = % =0,860591 resolviendo |r=0,161993 >i=0,14 |=> inversion rentable
+

En los proyectos convencionales los métodos VAN y TIR conducen a la misma decision,
no se contradicen.

Aclaraciones

1- Enel gréafico del V.A.N,, la T.I.R., en proyectos convencionales, se representa sobre el
eje horizontal en el punto en donde V.A.N. = 0 (ver gréfico 5.3.3.1.6.).

2- Cuando existe mas de un cambio de signo entre los flujos (inversiones no convencio-
nales) pueden existir tantas T.l.R. como cambios de signo.

3- Estos métodos de evaluacion consideran la reinversion de los flujos netos de fondos a
la tasa de actualizacion, en el criterio VAN a la tasa de costo de capital y en el criterio
TIR a dicha tasa TIR.

5.4. Inversiones que presentan distintas vidas econémicas

Cuando se analizan proyectos mutuamente excluyentes (sélo uno puede realizarse) que
presentan distintas vidas econdmicas se deben homologar las vidas para poder compararlas.

Ejemplo: Se propone analizar las siguientes inversiones considerando una tasa de actuali-
zacion del 18% anual:

Inversion Fo F1 F> Fs F4 Fs
A -180.000 85.000 100.000 70.000
B -180.000 60.000 60.000 60.000 60.000 60.000

En este ejemplo la inversién A tiene una vida de 3 afios y la inversién B de 5 afios. Para
homologar sus vidas existen dos métodos:

1° repetir los flujos hasta que ambas inversiones tengan la misma vida (cadena de reem-
plazos). Considerando que el minimo multiplo comun es 15 afios para las vidas de ambos pro-
yectos se deberia repetir 5 veces la inversién A 'y 3 veces la inversion B. Luego calcular el VAN
a 15 afios y elegir la inversion que presenta el mayor VAN. Este método es poco préctico.

2° aplicar el “método de periodicidades equivalentes” o “cadena de reemplazos infini-
tos”. En este método se calcula el VAN de las inversiones perpetuas. Para ello:
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n F.
a- el VAN, de cada inversion con su respectiva vida [VAN(n) = Z a J_)j ] 1)
o L+

b- la periodicidad o cuota equivalente de los VAN, acorde con la vida de cada proyecto
(C=VAN .al) (2

c- el VAN de la perpetuidad para cada inversion (VAN () = 9) (3)
i
d- setoma la decision de elegir la inversion que presenta mayor VAN perpetuo.

En nuestro ejemplo:

VIDA (n) | VAN (1) [ CUOTA (2) | VAN, (3)
A 3 $6.456,50 $2.969,50 | $16.497,22
B 5 $7.630,26 $2.439,99 | $13.555,50

Decision: se elige la inversion A que presenta el mayor VAN a perpetuidad.

Aclaracion: En este ejemplo si se tomara la decision respecto de los VAN temporarios (1)
se elegiria el proyecto B porque presenta el mayor VAN. Sin embargo, ¢es conveniente esperar 2
afios mas para ganar $1.173,76 mas ($7.630,26 - $6.456,50)?

Cuando se busca la cuota periddica utilizando la vida de cada proyecto se observa que la
mayor cuota corresponde al proyecto A, el mayor ingreso anual periddico equivalente lo pro-
porciona este proyecto. Al calcular los VAN de las perpetuidades es evidente que la inversion A
es la mas rentable (todas las cuotas se dividen por una cantidad constante).

Se concluye que es preferible llevar a cabo el proyecto A que es el de menor plazo y lue-
go realizar una nueva inversion y no esperar 2 afios mas para ganar la diferencia mencionada.

5.5. Flujos Irregulares
5.5.1. Definicién

Los flujos irregulares son operaciones financieras compuestas en las cuales no existe la
misma distancia temporal entre flujo y flujo (no son equi espaciados y por ello no son rentas)
pudiendo ser los flujos constantes o variables. Para su analisis se utilizan los métodos desarro-
llados en Teoria de las Inversiones (V.A.N. y T.I.R.) y para determinar la tasa de actualizacién se
debe aplicar tanteo financiero e interpolacién lineal.

5.5.2.Ejemplo

Determinar el Valor Actual Neto de una inversion, al 14% anual, sabiendo que presenta
un flujo inicial negativo de $15.000.- e ingresos de $4.800.- a 3 meses, $6.500.- a 8 meses,
$2.900.- a 12 meses y $800.- a 16 meses. ¢Es rentable la inversion?

4800 6500 2900 800
114 1147 11472 114%

VAN =-15.000+4.645,31+5.956,30 + 2.543,86+ 671,76 =|-$1.182,76

Siendo V.A.N.< 0 la inversion no es rentable.

VAN =-15.000 +
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5.6. Aplicacién: Proyectos mutuamente excluyentes

Deseo mencionar que durante el cursado de la Maestria en Finanzas en la UNR tuve de
profesor al Dr. Nassir Sapag Chain en la materia Proyectos de Inversion quien amplié mis cono-
cimientos sobre este tema (ver bibliografia)

Cuando se trabaja con 2 0 mas proyectos mutuamente excluyentes puede suceder que los
métodos VAN y TIR se contradigan en cuanto a qué inversion es mas conveniente.

Ejemplo 1: Los proyectos presentan el flujo inicial negativo de distinta magnitud:

Inversion Fo Fi VAN (20%) | TIR
A -11.000 22.000 7.333,33 | 100,00%
B -43.000 72.000 17.000,00 | 67,44%

Como las inversiones presentan solamente el egreso inicial y un flujo negativo las formu-
las de VAN y TIR son:

VAN:FO+L_ y O0=F+ i
1+i 1+TIR

En el cuadro anterior se observa que los métodos se contradicen ya que por el método
VAN conviene la inversion B y por el método TIR conviene la inversion A. Eso se debe a que
las curvas del VAN se interceptan en la llamada “tasa de Fisher”.

En el siguiente grafico se observan las curvas del VAN para ambas inversiones. Se ve que
ellas se interceptan en un punto llamado “punto de interseccion de Fisher” para la tasa de actua-
lizacidn de Fisher del 56,25%, Antes de ese valor de tasa conviene la inversién B y a partir de
ese valor conviene la inversion A.

Sin embargo, por el criterio TIR siempre conviene la inversion A ya que el valor de la
TIR es 100% contra la TIR del 64,77% de la inversién B.

Evidentemente hasta el valor de la tasa de Fisher del 56,25% ambos métodos se contradi-
cen (por VAN se elige B y por TIR se elige A) y a esta zona se la llama “zona de discrepancia”.
A partir de la tasa de Fisher, ambos métodos coinciden en su decisién (tanto VAN como TIR
eligen la inversion A) y se la llama “zona de concordancia”.
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VAN v TIR para inversiones Ay B

VAN
35000

30000

25000 \ Punto de interseccién de Fisher

20000 \\ /
15000
N/
10000 =g
- o B
000 = - _\ / | TRe

Zona de discrepancia |  Zona de concordancia
<+—>

Para salvar esta contradiccion se calcula el VAN y la TIR de la inversion incremental de
ambos proyectos (teniendo en cuenta que el flujo inicial sea negativo). Luego

Inversion Fo F1 VAN (20%) TIR
B-A -32.000 50.000 9.666,67 56,25%

Graficamente se observa que la TIR del proyecto diferencia se presenta en el punto de
Fisher:

VAN (B-A)

20.000,00

15.000,00 \

10.000,00 \
\ —B-A
o \

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,30 0,60 0,70

Se concluye que conviene el proyecto B (VAN >0y TIR > i) por ambos métodos. Si el
valor del VAN fuera negativo y TIR fuera menor que la tasa de actualizacion (20%) se elegiria
la inversion A.
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Ejemplo 2: Los proyectos presentan el mismo flujo inicial pero uno tiene flujos que de-
crecen en el tiempo y el otro, flujos que crecen en el tiempo:

Inversion Fo F1 F, Fs
A -40.000 26.000 23.000 18.000
B -40.000 20.000 24.000 26.000

Como las inversiones presentan solamente el egreso inicial y 3 flujos positivos las formu-
las de VAN y TIR son:

VAN =F, + F1_+ F2_2+ F3_3 y 0=F+ R + 2 =+ s -
Lei o (14i) (L+) L+TIR (1+TIRY  (L+TIR)

Inversion VAN (20%) TIR

A 8.055,56 33,39%

B 8.379,63 32,40%

Se observa que por el método VAN conviene la inversion B y por el método TIR convie-
ne la inversion A.

Para salvar esta contradiccion se calcula el VAN y la TIR de la inversion incremental de
ambos proyectos (el flujo inicial toma el valor 0). Luego

Inversion Fo F1 ) Fs VAN (20%) TIR
B-A 0 -6.000 1.000 8.000 324,07 24,10%

Se concluye que conviene el proyecto B (VAN > 0y TIR >i) por ambos métodos.

Ejemplo 3: Los proyectos presentan distintos flujos, inclusive el inicial:

Inversion Fo Fi ) Fs
A -50.000 22.000 24.000 32.000
B -60.000 28.000 30.000 32.000

Como las inversiones presentan solamente el egreso inicial y distintas vidas las férmu-
las de VAN y TIR son:

n

n F. F.
VAN =F, + - 0=F,+Y —1
i ,Z_l:(l+i)‘ Y i 12-1:(1+TIR)’

Inversion | VAN (10%) TIR
A 13.876,78 | 24,17%
B 14.290,01 | 22,77%

Se observa que por el método VAN conviene la inversion B y por el método TIR convie-
ne la inversion A.
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Para salvar esta contradiccion se calcula el VAN y la TIR de la inversion incremental de
ambos proyectos (teniendo en cuenta que el flujo inicial sea negativo). Luego

Inversion Fo Fi F2 Fs VAN (10%) | TIR
B-A -10.0000 | 6.000 | 6.000 0 413,22 13,07%

Se concluye que conviene el proyecto B (VAN >0y TIR >i) por ambos métodos.

TIR Modificada

Al final del punto 5.3.3.2. de esta unidad se realizaron algunas aclaraciones. Particular-
mente, la tercera aclaracion dice: “Estos criterios de evaluacion (VAN y TIR) consideran la
reinversion de los flujos netos de fondos a la tasa de costo de capital (i) en el criterio VAN y a la
tasa TIR (r) en el criterio TIR.”

El uso de las medidas del valor actual neto (VAN) y de la tasa interna de rentabilidad
(TIR) para la evaluacion de proyectos de inversion ha suscitado una controversia técnica acerca
del denominado supuesto implicito de reinversion. Tal supuesto genera discusion acerca de si
esos métodos tienen o no implicita esa reinversion de los flujos. La TIR Modificada considera
dos tasas: una de financiacion y otra de reinversion.

Cuando se tiene una inversion y los criterios VAN y TIR se contradicen, se calcula la TIR
Modificada. Al comparar ahora el VAN y la TIRM se observa que la contradiccion entre los dos
métodos desaparece y que la TIRM termina tomando la misma decision (de aceptacion o recha-
zo de la inversidn) que toma el criterio VAN.

A continuacion se calcula la TIRM como la calcula Excel, considerando una tasa de fi-
nanciacién para los flujos negativos y una tasa de reinversion para los flujos positivos.
Simbolizando con:

TIRM: TIR modificada
VF@m: suma de los flujos positivos capitalizados al momento n y a la tasa de reinversion
VA(«0: suma de los flujos negativos actualizados al momento 0 y a la tasa de financiacion
n: plazo de la inversién

entonces:

,VF
TIRM =, V—;\) ~1|  que se obtiene de despejarlade  VF,, =-VA.(L+TIRM)"
VA,

observar que VA, esta precedido por un signo — porque por definicion es negativo

Interpretando la férmula se puede decir que esta tasa calcula el rendimiento anual (raiz de
n) de la inversion considerando el “monto de los flujos positivos (ingresos) capitalizados a la
tasa de reinversion dividido el capital invertido o flujos negativos (egresos) actualizados a la
tasa de financiacion”.

Ejemplo 1: s6lo Fo negativo

Tasa de financiacién = 0,10
Tasa de reinversién = 0,14
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Flujos
-26.000,00
10.000,00
10.000,00
10.000,00
10.000,00

A WO DN P O

VA () VE(+)

-26.000,00
14.815,44 =(10.000x1,14%)
12.996,00 =(10.000x1,14%)
11.400,00 =(10.000x1,14%
10.000,00 =(10.000x1,14°)

-26.000,00 49.211,44

VA VF@n)

TIRM = 4| 2921144 )4 1759
26.000,00

Este resultado puede verificarse utilizando la funcién financiera de Excel TIRM.
Aclaracion: en este ejemplo que sélo presenta un flujo negativo en el momento inicial (0)
la tasa de financiacion puede tomar cualquier valor, inclusive 0 porque no es utilizada en el
célculo de la TIRM. Es mas, si se calculara la TIR de la inversion y se la utilizara como la tasa

de reinversion (con cualquier

valor de la tasa de financiacion) la TIR = TIRM = 19,77%

Ejemplo 2: Cuando se presentan proyectos no convencionales donde los flujos negativos
y positivos se alternan durante toda la vida del proyecto. Dicho de otra forma, proyectos que
presentan mas de un cambio de signo entre los sucesivos flujos.

Tasa de financiacion = 0,18
Tasa de reinversion = 0,20

Flujos VA () VE(+)
0 -28.000,00 -28.000,00
1 12.500,00 21.600,00 12.500x1,20°
2 14.000,00 20.160,00 14.000x1,20?
3 -7.000,00 -4.260,42 -7.000x1,18°
4 25.000,00 25.000,00 25.000

-32.260,42 66.760,00

VA VFn)

TIRM = 4—20:700.90 ;5 1994
32.260,42
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5.7. EJERCITACION CAPITULO V

1- Se otorga un préstamo de $100.000.- a 5 bimestres con cuotas variables en progresion arit-
mética. La primera cuota es de $17.329,11 y la tasa de interés del 10% bimestral. Calcular:
a) la razon de la progresion
b) construir el cuadro de amortizacion para los 3 primeros periodos.

aVv = (C +£j a, Ty
nba i)™ i

_ -5 _ -5
1oo.000:17.329,10(1 110 j r (1 110 J 1107

010 ) 010l 010 010"

despejando

b)

Per Deuda inicio Ints Cuota Amort.  Total amort. Deuda Final

1 2=1x0,10 3=C1+5000 4=3-2 S=suma 4 6=1-4
1 100.000,00 10.000,00 17.329,11 7.329,11 7.329,11 92.670,89
2 92.670,89 9.267,09 22,329,211 13.062,03 20.391,14 79.608,80
3 79.608,86 7.960,89 27.329,11  19.368,23 39.759,37 60.240,63
4 00.240,63 6.024,06 32.3229,11 26.305,05 60.064,42 33.935,58
5 33.935,58 3.393,56 37.329,11 33.935,56 99.999,98 0,02
36.645,60

2- Se contrajo una deuda de $500.000.- que se cancelard en 5 cuotas mensuales variables en
progresion aritmética creciente de $2.500.- y tasa del 10% mensual. Construir el cuadro de
amortizacion.

r nr.. .. _._ r nr . .\-n

-5 -5
500_000:(:[1—1,10 j+ 2.500 (1—1,10 ]_ 5x2.500 110
0,10 0,10 0,10 0,10
despejando C=127.373,43
Per Deudainicio Ints Cuota Amort. Total amort. Deuda Final
1 2=1x0,10 3=C1+2.500 4=3-2 S=suma 4 6=1-4
1 500.000,00  50.000,00 127.373,43 77.373,43 77.373,43  422.626,57
2 422.626,57  42.262,66 129.87343 87.610,77 164.984,19 335.015,81
3 335.015,81 33.501,58 132.373,43 98.871,84 263.856,04 236.143,96
4 236.143,96  23.614,40 134.873,43  111.259,03 375.115,07 124.884,93
5 124.884,93 12.488,49 137.373,43 124.884,93 500.000,00 0,00
161.867,13
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3- Calcular el valor financiero de una renta con 24 cuotas variables en progresion geométrica de
razon igual a 1,05 a la tasa del 5% mensual sabiendo que la primera cuota es de $5.500.-
Como la tasa de interés coincide con la tasa de crecimineto de las cuotas (i=g=0,5) el
valor de la deuda es:

nC _ nC _nC _ 24x5.500

SEETLL > —[125.714,29
e 14i 149 g 1,05

4- Se otorga un préstamo a abonar en 5 meses con cuotas variables en progresion geométrica.
La primera cuota es de $1.800.- y la ultima de $2.187,91. Siendo la tasa de interés del 10%
mensual calcular:

a) larazon de la progresion
b) construir el cuadro de evolucion.

a) Recordando que:
c,=Cqg"* 2.187,91=1.800q" q=105 ¢=0,05

5
. (1, osj
b) V-, :1.800ﬁ: 7.471,06
Per Deuda inicio Ints Cuota Amort. Total amort. Deuda Final
1 2=1x0,10 3=Ck-1x1,05 4=3-2 S=suma 4 6=1-4
1 7.471,06 747,11 1.800,00 1.052,89 1.052,89 6.418,17
2 6.418,17 b41,82 1.890,00 1.248,18 2.301,08 5.169,99
3 5.169,99 317,00 1.984,50 1.467,50 3.768,58 3.702,49
4 3.702,49 370,25 2.083,73 1.713,48 5.482,05 1.989,01
5 1.989,01 198,90 2.187,91 1.989,01 7.471,06 0,00
2.475,07

5- a) Construir el cuadro de marcha para los 3 primeros periodos de una deuda amortizable en
20 meses con cuotas variables en progresion geométrica de las cuales la primera es de
$10.000.- y la razon es creciente del 5%. La tasa mensual es del 4. Deducir previamente el
valor de la deuda.

1,05

20
)
Viig :10.000ﬁ: 210.930,44

Per Deuda inicio Ints Cuota Amort. Total amort. Deuda Final
1 2=1x0,04 3=Ck-1x1,05 4=3-2 S=suma 4 6=1-4

1  210.530,44 8.437,22  10.000,00 1.562,78 1.562,78 209.367,65

2 209.367,65 8.374,71 10.500,00 2.125,29 3.688,08 207.242,36

3 207.242,36 8.289,69 11.025,00 2.735,31 6.423,38 204.507,06
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6- Un proyecto implica una inversion inicial de $1.200.000.- y se estima que generara ingresos
netos de $400.000.- y $1.000.000.- durante los dos periodos siguientes.
a) Evaluar la conveniencia de efectuar la inversion por el criterio VAN si se pretende un ren-
dimiento periddico del 8%.
b) Determinar la T.I.R.

F =(-1.200.000;400.000;1.000.000)
400.000 1.000.000

a) VAN = -1.200.000 + + — =(27.709,19 >0 = inversion rentable|
1,08 1,08
b) 0=-1.200.000+ 400.000 + 1'000'080 dividienco ambos miembros por 100.000
1+r (1+r)
4 10 : : . 1
0=-12+—+ y haciendo un cambio de variable x =—— nos queda

141 (1+r) 1+r

0=-12+4x+10x* yordenando 0=10x*+4x-12 donde a=10; b=4;c=-12

_ —b+-&b?-dac  —4+-%4? +4x10x12

=0,913553
2a 2x10

recordando que: Xy,

X = % =0,913553 resolviendo |r=0,094627 >i = inversion rentable|
+r

7- Se abona al contado $500.000.- de franquicia por la explotacion de una marca que generara
ingresos constantes de $80.000.- durante 10 afios. Determinar la T.I.R.

F = (-500.000;80.000;80.000;80.000;80.000;80.000;80.000;80.000; 80.000; 80.000; 80.000)

0=-500.000+80.000a;, = M:0,16:{:13_1 =;%= f(r) funcidn creciente
nr 500.000 "ro1-(1+r)

Tanteo financiero. Obtenemos que

Para r,=0,096 f, ,=0,159959 como midatoes f,,=0,16
Para r,=0,097 f,,=0,160654 comomidatoes f. =016
Yaque f,,=0,16 estaentre 0,159959 < £, <0,160654

Interpolacion lineal :
h—r _ fiy — f
-r fo,—f)
0,16 -0,159959
0,160654 —0,159959

(rp)

r, =0,096 + (0,097 -0,096) = |0,096059 anual|

8- Analizar la factibilidad econdmica de un proyecto de compra de un equipo cuyo costo es el
siguiente:
e contado: $30.000.-
e 3 cuotas anuales consecutivas de $10.000.- cada una
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e Se estima que la inversidn generard ingresos anuales por $25.000.- durante los 2 prime-
ros periodos y de $20.000.- durante los tres siguientes, siendo su vida util de 5 afos.
Evaluar segln el criterio V.A.N. considerando una tasa de aceptacion del 20% anual.

Per. Egreso Ingreso Flujo Flujo actualizado
0 30.000,00 -30.000,00 -30.000,00
1 10.000,00 25.000,00 15.000,00 15.000/1,20= 12.500,00
2 10.000,00 25.000,00 15.000,00 15.000/1,20"2=  10.416,67
3 10.000,00 20.000,00 10.000,00 10.000/1,20~3 = 5.787,04
4 20.000,00 20.000,00 20.000/1,20%4 = 9.645,06
5 20.000,00 20.000,00 20.000/1,20A5 = 8.037,55
VAN = 16.386,32 >0 INVERSION RENTABLE

9- Se desea elegir la mejor alternativa de inversion entre las siguientes dados los flujos de fon-
dos de cada una de ellas:
a) Fa=(-9.000 ;3.000 ; 4.000 ; 5.000)
b) Fg=(-3.000 ; 1.400 ; 1.400 ; 1.400 ; 1.400)
c) Fc=(-8.000 ;0;-1.000 ; 6.000 ; 7.000 ; 1.000)

Para el andlisis de factibilidad calcular el V.A.N.. con la tasa de aceptacién del 4%

En este ejercicio las inversiones presentan distintas vidas (3, 4 y 5 periodos) y es necesario
homologarlas para decidir cual es mas rentable, Existen 2 métodos.

a) repetir los flujos hasta que todos los proyectos tengan la misma vida. Considerando que
las vidas tienen minimo maltiplo comdn igual a 60 se deberia repetir 20 veces la inver-
sion A, 15 veces la B 'y 12 veces la C. Luego calcular el VAN vy decidir. Este método es
poco practico.

b) método de periodicidades equivalentes. En este método se calcula el VAN de las inver-
siones perpetuas. Para ello:

1° se calcula el VAN para cada inversién
3.000 4.000 5.000

VAN, =-9.000+ + >+ 3
1,04 1,04° 1,04

=2.027,82

_ 4
VAN, =-3.000+1.400a., .~ =-3.000 +1.400ﬂ =2.081,85
B 41:0,04 0.04

0 1.000 6.000 7.000 1.000
— + + +

1,04 1,04 1,04 1,04* 1,04

Si se decidiera en este momento se elegiria la inversion C que posee mayor VAN

VAN. =-8.000+ =3.214,98

2° se calcula el ingreso periddico (cuota) equivalente para cada inversion
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C,=2027,82a5} , =2.027,82—220 730,72
1-1,04
C, =2.081,85a;, , =2.081, 85% =573,53

C. =3.214,98a; , =3.214 98% = 722,17

3°se calcula el VAN perpetuo de cada inversion y se decide cual es mas rentable.

VAN _, = & = 730622 =(18.268,07

O_

VAN ,=—2= 573,53 =14.338,25
i ,

VAN . C 722’17 =18.054,28
i 0,04

Decision: se elige la inversion A que presenta el mayor VAN a perpetuidad. No conviene
econdémicamente esperar 2 afios mas.

10- Se evalta una inversion cuyo desembolso inicial es de $500.000.-. Dicha inversion genera-
ra, en forma vencida, los siguientes ingresos:

a) 12 cuotas mensuales de $46.150.-
b) a continuacion ingresos mensuales perpetuos de $2.500.-
Hallar el VAN sabiendo que la tasa de costo de capital es del 8,16% bimestral efectivo.

iz =+/1,0816 —1=0,04 mensual

2 500

VAN =-500.000 + 46.150a, 2 —=——1,04" =-500.000 +433.121,15+39.037,32

ﬂ004

)

VAN = —27.841, 53|

INVERSIONES BURSATILES

11- Suponiendo que hoy es 01/08/20X1 calcular los flujos netos de fondo del siguiente titulo
siendo las siguientes condiciones de emisién:
Valor nominal $100.-
Duracion: 4 afios
Renta anual nominal: 10%. Fechas de pago: 01-Feb, 01-May, 01-Ago y 01-Nov.
Amortizacién: el 50% el 01-Nov-20X1 y el 50% el 01-nov-20X2.
Determinar los flujos netos de fondos y el V.A.N. del titulo si el mismo cotiza al 90% de su
valor residual utilizando una tasa de costo de capital del 13% anual efectivo (T.I.R.E.A.).
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Fecha
01/08/X1
01/11/X1
01/02/X2
01/05/X2
01/08/X2
01/11/X2

Capitulo V — Rentas con Cuotas Variables y Flujos Irregulares

Interés

Fecha de analisis

100x0,025 =
50x0,025 =
50x0,025 =
50x0,025 =
50x0,025 =

2,50
1,25
1,25
1,25
1,25

Amort.

Flujo

50,00

50,00

-90,00

52,50
1,25
1,25
1,25

51,25

Tasa que paga el bono =0,10/4 = 0,025 trimestral

Tasa efectiva de costo 1,13~(1/4)-1 =0,031026 trimestral

Precio =

Siendo VAN =8,33>0

100x0,90 =90

lainversidn es rentable

Flujo actualizado

52,50/1,031026 =
2,50/1,031026"2 =
2,50/1,031026"3 =
2,50/1,031026"4 =
51,25/1,031026"5 =
VAN =

-90,00
50,92
1,18
1,14
1,11
43,99

8,33

12- Siendo hoy 14/04/20X1 calcular los flujos netos de fondo de la siguiente obligacion nego-
ciable siendo las condiciones de emision las siguientes:

13-

Valor Nominal $100
Renta anual nominal: 12%. Fechas de pago: 14-Abr y 14-Oct.

Amortizacién: 25% anual: Primera amortizacion: 14-Oct-20X0
Determinar los flujos netos de fondos y el V.A. del titulo (precio) utilizando la T.I.R.E.A.
14% anual efectivo.

Fecha
14/04/X1
14/10/X1
14/04/X2
14/10/X2
14/04/X3
14/10/X3

Tasa que paga el bono = 0,12/2 = 0,06 semestral

Interés

Fecha de analisis

75x0,06 =
50x0,06 =
50x0,06 =
25x0,06 =
25x0,06 =

4,50
3,00
3,00
1,50
1,50

Amort. Flujo
25,00 29,50
- 3,00
25,00 28,00
- 1,50
25,00 26,50

Tasa efectiva de costo 1,14*(1/2)-1 = 0,067708 semestral

Flujo actualizado

29,50/1,067708 =
3,00/1,067708"2 =
28,00/1,067708"3 =
1,50/1,067708"4 =
26,50/1,067708"5 =
VA =

Considerando un bono de $100.- de valor nominal segun las condiciones de emision:
Amortizacién: anual del 25% de su valor nominal el 15 de junio de cada afio, siendo la
primera el 15 de junio del afio 20X1
Intereses: semestrales al 10% anual nominal el 15 de junio y el 15 de diciembre de cada

afo.

Considerando que hoy es 16 de diciembre del afio 20X2, determinar:
a) Los flujos netos de fondo al dia de hoy
b) ElI V.AN. del titulo si el mismo cotiza al 99% de su valor residual y a la TIR del

12,36% efectiva anual.

27,63
2,63
23,00
1,15
19,10

73,52

La tasa semestral que abona el titulo es 5% sobre Valor Residual y la tasa semestral de ac-
tualizacion es del 6% (im=1,1236"-1=0,06).
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Fecha Amortizacién Intereses | Flujos Flujo actualizado
16/12/20X2 0 0 0 -0,99x50= -49,50
15/06/20X3 25 0,05x50=2,50 | 27,50 | 27,50/1,06' =25,94
15/12/20X3 0 0,05x25=1,25 1,25 1,25/1,06* =1,11
15/06/20X4 25 0,05x25=1,25 | 26,25 | 26,25/1,06° =22,04

V.AN.= -0,41

Siendo el V.A.N. <0 la inversidn no es rentable.

Siendo hoy 15/07/20X1 calcular los flujos netos de fondo de la obligacion negociable de
Alpargatas S.A. siendo las condiciones de emision las siguientes:

Valor Nominal $100.-

Duracion: 4 afios

Renta anual nominal: 10%. Fechas de pago: 15-Ene y 15-Jul.

Amortizacion: 33% el 15-Jul-X1, 33% el 15-Ene-X2 y 34% el 15-Jul-X2

Determinar los flujos netos de fondos y el V.A. del titulo (precio) utilizando la T.l.R.E.A.
12% anual efectivo.

Calcular, ademas, la T.l.R.E.A. si el titulo cotiza al 95% de su valor residual.

Fecha Interés Amort. Flujo Flujo actualizado
15/07/X1 Fecha de analisis
15/01/X2 67x0,05 = 3,35 33,00 36,35 36,35/1,058301 = 34,35
15/07/X2 34x0,05 = 1,70 34,00 35,70 35,70/1,058301°2 = 31,88
VA= 66,22

Tasa que paga el bono = 0,10/2 = 0,05 semestral
Tasa efectiva de costo 1,127{1/2)-1 = 0,058301 semestral

Precio = 67 x 0,95 = 63,65

36,35 + 3, 702 y haciendo un cambio de variable x = L nos queda
1+r  (1+r) Ler

0=35,70x* +36,35x - 63,65 donde a=35,70; b=36,35; c=-63,65

—b+-3b?—4ac -36,35+-%/36,35” + 4x35, 7063, 65
2a 2x35,70

0=-63,65+

recordando que: X, =

=0,919917

X= % =0,919917 resolviendo r=TIR =0,087055 semestral
+r

T.I.R.E.A =1,087055* ~1=0,181688

FLUJOS IRREGULARES

Determinar el Valor Actual Neto de una inversién, al 10% anual, sabiendo que presenta un
flujo inicial negativo de $10.000.- e ingresos de $4.600.- a los 6 meses, $3.500.- a los 8
meses, $4.100.- a los 14 meses y $2.000.- a los 20 meses. (los importes se expresan en mi-
les de $)

VAN = —10.000 + 4.600 = 3.500 = 4.100 = 2.000 _ $3.045,24

+ + +
1107 110% 1107 1107%
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CAPITULO VI
Sistemas de Amortizacion de Préstamos

6.1. Introduccion.
6.2. Sistema Francés.
6.3. Sistema Aleman.
6.4. Sistema Americano.
6.5. Distorsiones del Sistema Francés.
6.5.1. Respecto de la tasa de interés.
6.5.2. Respecto de la particion de la cuota periddica.
6.5.3. Respecto del momento en que se abona la cuota.
6.5.4. Tasa Directa.
6.5.4.1. Primera modalidad: Tasa directa Con Intereses Cargados a la suma solicitada.
6.5.4.2. Segunda modalidad: Tasa directa Con Intereses Descontados de la suma soli-
citada.
6.6. Incidencia del 1.V.A. en los cuadros de amortizacion de préstamos.
6.7. Préstamos con tasa variable o tasa Flotante.

6.8. Préstamos pactados con ajuste por inflacion.

6.9. Aplicaciones (Valor de cesién o cancelacién anticipada. Usufructo y Nuda Propie-
dad)

6.10. Ejercitacion Capitulo VI.
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SISTEMAS DE AMORTIZACION DE PRESTAMOS

6.1. Introduccién

Un sistema de amortizacion de préstamos es un conjunto de condiciones pre establecidas
en donde el prestatario o deudor se obliga a reembolsar el préstamo al prestamista o acreedor
mediante el pago de cuotas periodicas y vencidas.

Las cuotas estdn compuestas por dos servicios: uno de intereses abonados por la financia-
cion (Iy) y otro de amortizacion de deuda (k). Acorde a las caracteristicas de cada servicio (que
conforman la cuota periddica Ci) quedan definidos distintos sistemas de amortizacion.

C, =1, +t

Se estudiaran los siguientes sistemas:
1° Sistema Francés

2° Sistema Aleman

3° Sistema Americano

También, se analizaran algunas distorsiones del sistema Francés entre las cuales se en-
cuentra:

4° Tasa Directa en sus dos modalidades:
a) con intereses cargados a la suma solicitada.

b) con intereses descontados de la suma solicitada.

6.2. Sistema Francés

En el Sistema Francés, el deudor se obliga a reembolsar el préstamo mediante el pago de
n cuotas constantes y vencidas. La férmula para el calculo de la cuota vencida es la de una renta
temporaria e inmediata:

V. =Ca, |dedonde |C =V am’“1

Recordando que cada cuota estd compuesta por dos componentes:

1- los intereses periddicos (lk) que se calculan en cada periodo sobre el saldo impago de
la deuda (deuda al inicio del periodo) y, por lo tanto, son variables y decrecientes y

2- la amortizacion periddica de deuda (tx) que es la parte de la cuota que se destina a can-
celar deuda. Dado que la cuota es constante y los intereses decrecientes, la amortizacién perié-
dica es variable y creciente.

C |

)+t

(constante) = (decreciente k (creciente)

6.2.1. Amortizacion Real. Fondo Amortizante
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Definicion 1: La parte de la cuota que se destina a amortizar deuda se denomina “amorti-
zacion real”.

Por consiguiente, se presenta la amortizacion real del primer periodo, la del segundo, etc.
hasta llegar a la amortizacion real del n-ésimo periodo. Se simboliza tx y se cumple que:

L <t <t <.<f<.<t

Definicion 2: El “fondo amortizante” es la amortizacion real del primer periodo.
En su simbologia se obvia el subindice 1 y se lo simboliza t.

Recordando que la cuota es la suma de los intereses mas amortizacion y escribiéndola en
funcién del primer periodo donde los intereses se calculan sobre la deuda original:

C=I+t=V i+t ydespejando [t=C-V, i

Ejemplo:
Suponiendo un préstamo de $20.000.- a cancelar en 24 meses y al 4% mensual, determi-
nar el fondo amortizante.

C=V,.a* 2000022

V= = $1.311,74
s (i) 1-1,047

t=C -V, ~i=1311,74-20.000x0,04=1.311,74-800=|$511, 74

Con la primera cuota se cancelan $511,74 de la deuda original.

a) Fdérmula det en funcion de C

f— i _n
t=C-V i=C-Cay i =C—C{ﬂ:|-i simplificando i
Vil !
t=C—-C+C(+i)™"  simplificando C
t=—C |y lc=ta+i)n
@+i)"

Conclusiones:

1- El fondo amortizante es igual a la cuota actualizada por “n” periodos.
2- La cuota es el fondo amortizante capitalizado por “n” periodos.

En nuestro ejemplo: t =C.(1+1i) " =1.311,74x1,04* =|$511,74

b) Fondo Amortizante en funcién de la deuda
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_ - _ 71 -
t—C—Vm‘l —Vm-am;i —Vm-l

t=V, .(aﬁi —i)recordando que a_ —s_. =i (Capitulo IV pto 4.4.4.2) y despejando (a_: —i =5
| —
i

— -1 -

nii

Conclusién: La deuda es una imposicion en la cual la cuota constante y vencida es el fon-
do amortizante.

0,04
En nuestro ejemplo:  t=V_s_. = 20.000m =|$511,74

6.2.2. Amortizacion Real de un periodo cualguiera k

t=C—1,=C-V, i
t,=C—1,=C—(V,—t).i=C-V .i+t-i=t+ti=t(1+i)
Z

t
t,=C—1l,=C—(V, —t—t,).i=C-V, i+t-i+t, i=t,+t, i =t,(L+i) =t@+i)L+i) =t(1+i)’
t
Generalizando:

a) T, enfuncionde t, ;

De------- t =t (1+i)

Conclusion: Las amortizaciones reales siguen la ley de una progresion geométrica de razon

b) t, _en funcién de t

De

t =t(1+i)"

c¢) T, _enfunciondeC

t, (1+i) >t =C(1+i) ™ =C(1+i) ™

i)

Ejemplo:
En el ejemplo, calcular la amortizacion real del 10° periodo.

t, =t(1+i)" =511,74x1,04° =[$728,36

Con la décima cuota se cancelan $728,36 de la deuda original (amortizaciones crecientes)
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6.2.3. Total Amortizado en los primeros Kk periodos. Tﬂ

Definicion: El total amortizado en los primeros k periodos es la suma de las amortiza-

ciones periodicas de los primeros k periodos.

Kk
To=t+t +t+. 4+t = th reemplazando t; en funcion de t
j=1

T, =t+t(1+i)+t(1+i)2+...+t(1+i)k_1 =t[1+(1+i)+(1+i)2+...+(1+

Factor plural de capitalizaciéon

@+i"-1

Ta=tsg, th

Ejemplo:

En el ejemplo, calcular el total amortizado de la deuda en los primeros 10 periodos.
1+i)* -1 1,04 -1

Ty =t-sg, =t-=————=51174 =~ — |=[$6.143,96

Con las diez primeras cuotas se abonan $6.143,96 de la deuda original.

Caso particular (total amortizado en los “n” periodos)
Si k=n

T=ts, =V,

Conclusion: La deuda original es una imposicion temporaria por n periodos donde la

cuota vencida es el fondo amortizante.

Ejemplo:
En el ejemplo, calcular el total amortizado en los 24 periodos.

@+i) -1 1,04* -1
Ty =tesgy, =t ——=51174| =~ — |=[$20.000.-] =V,

a) T _en funcién de la C

_C (1+i) 1
Ta _(1+i)n [

T =C(L+i)"s,,

b) T_en funcion de V5

L (i) -1 Ty Ay (1+i) -1

T, =V a3 =1, = .
) T @) -1 iy
Simplificando:
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6.2.4. Deuda Subsistente después de transcurridos k periodos (Vm)

Definicion: la Deuda Subsistente después de k periodos es la deuda impaga luego de
transcurridos los primeros k periodos.

Sabiendo que la deuda original es la suma de lo que ya se amortiz6 méas lo que aun resta
pagar:

Vo =T +Vglyporlotano V.=V -T,

a) En funcion de t

Vm =t.Sm:i _t.sﬂ:i :t(sm:i _Sﬂ:i)

N t[(1+i)nl (l+i)k1]:>\/ t(l+i)nl(1+i)k+1]

kT i nkl i

Vm_{(m)”_(m)kJ o

b) En funcion de C

En (*) se reemplaza t en funcion de C
e (1+i)n—(1+i)k
Ty i

respecto a la diferencia dentro del corchete en el numerador

] y distribuyendo el(1+i)" del denominador con

1-(1+i) " _
Vm =C.|———>——es decir Vm =C A

&

Conclusion: la deuda subsistente es la suma de las (n-k) cuotas que adn restan abonar ac-
tualizadas al momento k.

Se representa graficamente Vm y Vm:

vy
n periodos
EV=EI L
' ™
I I / |
Dl n
¢ C C ¢ C
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1-@+i)™
V—
k periodos (n-k) periodos
. EV=EI N

L

T ]

0 i
cC C c C
1-(L+i) ™Y
Vim=Cam=C———
¢) Enfuncion de V5
En () o
) (1+i)n—(l+i)k
Vo=Vt i
-\N AN
i 1+1) —(1+1
V. ( ) ( ) simplificando i

—\.. .
T (14) -1 i

(1+i)n—(1+i)k

okl ~ vl

(1+i)" -1

Ejemplo:

En el ejemplo, calcular la deuda subsistente después de abonadas 10 cuotas.

1-1,047"
Vm = C ° am:i 21311, 74W = $13856,04

Después de abonados las diez primeras cuotas la deuda subsistente es de $13.856,04

V.

=T +V___ =6.143,96+13.856,04 =[20.000. -

6.2.5. Intereses abonados en un periodo cualquiera k (lx)

Siendo la cuota la suma del servicio de interés mas el servicio de amortizacion de cada pe-
riodo se deduce que:

|, =C—t,

*)

También se obtiene el interés periddico de multiplicar la deuda subsistente del periodo ante-
rior por la tasa de interés:

I =V

n—(k-1) |
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a) En funcién de t
Recordando que: C=t(1+i)" y t =t(1+ i)k’l y reemplazando en (*)

1

I, =C—t, =t(1+i) —t(1+i)"

I =t] (i) - (2+i) 7|

b) En funcién de C

Reemplazando t en la férmula anterior:

[@+)" = (@+i) ]

=y

I, =C [1— @+ i)‘["‘(k‘l)]]

¢) En funcion de V5

Reemplazando la C en la formula anterior:

=V, -at [1— L+ i)‘[”‘(k‘lﬂ}

Ejemplo:

En el ejemplo, calcular el interés abonado con la décima cuota.

|, =C—t, =1.311,74—728,36 =[$583,38

En la décima cuota se abonan $583,38 en concepto de intereses.

6.2.6.Suma de Intereses Abonados
6.2.6.1. Parciales H,

Definicién: La Suma Parcial de Intereses Abonados en los primeros k periodos es la suma
de los intereses periddicos de los primeros k periodos.

k k : X k
Ha= 2l = 2Ot =202 =ConT,

=1 =1

HH:ZIJ. =kC-T,|

Conclusidn: el total de intereses abonados en las primeras k cuotas es la diferencia entre
las k cuotas abonadas y el total amortizado de la deuda hasta ese periodo k.
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a) En funcién de t:

k
H :le =k-t-(L+i)" —t-s_.

j=1

k

q=20 =tlk@+i) -sy, |

j=1

b) En funcion de C:
En (**)

k k C
H =1 =kC- 'S
Kl jz_llj (1+I)n ki

Ho=21;=C-[k=(L+i)"s, |

¢) En funcion de V5

Hy =2, =V [k ) sy ]

Ejemplo:
En el ejemplo calcular la suma de intereses abonados en las primeras 10 cuotas.

i
j=1 !

d 1,04 -1
H,= Z I; =kC-T, =10x1.311,74 - 511, 74W =13.117,40-6.143,96 =|$6.973,44
En las diez primeras cuotas se abonan $6.973,44 en concepto de intereses.

6.2.6.2. Totales Hm

Definicién: EI Total de Intereses Abonados es la suma de los intereses periddicos paga-
dos en el préstamo.

Caso particular

Si k=n
n Total desembolsado

Hm:ZIJ: n-C - Tm es decir
j=1

Total abonado A
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Conclusion: El total de intereses abonados en el sistema Francés (H_) es la suma de in-

tereses abonados en una renta temporaria, inmediata y de cuota vencida (amortizacion).
Ejemplo:

En el ejemplo, calcular el total de intereses abonados.
Hm = le I, =nC _Vm =24x1.311,74—-20.000 =($11.481,76
]=

6.2.7. Periodo en el cual se amortiza una fraccion de la deuda original

En este punto la incognita es el periodo “k” en el cual se amortiza una cierta fraccion
“p/q” de la deuda original.

E-Vm = fraccion de deuda

q Siendo 0<p/g<l entonces p<q
o= ap Vi

En esta ecuacion la incognita es “k”. Despejandola:

t-s,, :g‘t-smi simplificando t

S = E S

%)k_l = ap . {(1%)“_1} simplificando i y despejando

(L+i)" =§-[(1+i)“ ~1]+1= p(1+i>;— P+

Aplicando logaritmo:

k.log(1+i) =log[ p(L+i)" - p+q]-logq

Y despejando: k = log[p@+i)"—p + q]-logq
log(1+1)

6.2.8. Periodo Medio del Reembolso pm

Definicién: El Periodo Medio de Reembolso es el nimero de periodos que debe transcu-
rrir para que la deuda se reduzca a la mitad.

Es un caso particular del punto anterior donde P_ entonces p=1y g=2. Reempla-

N

zando:

_log[(@+1)" +1]-log 2
- log(1+1i)

Aclaracién: En el Sistema Francés el Periodo Medio de Reembolso es mayor a la mitad
del plazo de cancelacion de la deuda original porque las amortizaciones son progresivas.
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pm>E
2

Ejemplo:
En el ejemplo, calcular el periodo en el cual se abona la mitad de la deuda.

1 p 1,04°" -1 1 1,04* -1
T ==V, > ts =—ts,. —> ==X
pnl Tl i g Tl 0,04 2 0,04

(1, 04% —1) +2

1,04%" =%x[1,0424 ~1]+1= -

y aplicando log

. log[1,04** +1] —log 2

el -

La mitad de la deuda se cancela entre el periodo 14 y el periodo 15.(pm > % = 12)

Evidentemente el periodo medio de reembolso depende de dos variables: el plazo y la ta-
sa de interés. A medida que aumenta el plazo de cancelacion (siendo i constante) aumenta el
periodo medio. También, a medida que aumenta la tasa de interés (siendo n constante) también
aumenta el pm ya que mas intereses se tendran que abonar en las primeras cuotas “demorando”
la amortizacion de deuda. En este mismo ejemplo si i = 0,10 entonces pm = 17,74.

6.2.9. Tasa de Amortizacion (t)

Definicidén 1: La Tasa de Amortizacion es el fondo amortizante correspondiente a una
deuda de $100 (se expresa en porcentaje).

Si Vm:lOO.— entonces t=r

Vo =ts,.
100=75s,  =>[r=100-s"
nii nli

Definicién 2: la tasa de amortizacion es el porcentaje de la deuda que se amortiza con la
primera cuota.

A t
- -
Vﬂ
t
100.- —.100=1¢

nl

Reemplazando la deuda se demuestra que esta formula de t es equivalente a la anterior

T =i.1oo :L.loo simplificando t

Vﬂ t'sm:i
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7=100-s7"
m:l

Ejemplo:

En el ejemplo, calcular la tasa de amortizacion o el porcentaje de la deuda que se abona
con la primera cuota.

=L 100-
Vo 20.000

511,74 %100

=|2,5687% mensual|

6.2.10. Ejemplo: Cuadro de Amortizacién por Sistema Francés

A continuacion se confecciona el cuadro de amortizacion del préstamo de nuestro ejem-

plo.

Préstamo = V, = 20.000,00

Plazo: 24 meses

Tasa de interés = 0,04 mensual

Cuota = C = 20000x0,04/(1 - 1,047(-24))= 1.311,74  mensual

Periodo | Deuda Inicio | Interés periddico | Amort.Periodica| Total Amort. | Deuda Subsist.
k (1) = (B)x1 (2) =(1) x 0,04 3)=C-(2 | @)=Suma(3) | B)=(1)-(@)
1 20.000,00 800,00 511,74 511,74 19.488,26
2 19.488,26 779,53 532,21 1.043,94 18.956,06
3 18.956,06 758,24 553,49 1.597,44 18.402,56
4 18.402,56 736,10 575,63 2.173,07 17.826,93
5 17.826,93 713,08 598,66 2.771,73 17.228,27
6 17.228,27 689,13 622,61 3.394,34 16.605,66
7 16.605,66 664,23 647,51 4.041,85 15.958,15
8 15.958,15 638,33 673,41 4.715,26 15.284,74
9 15.284,74 611,39 700,35 5.415,60 14.584,40
10 14.584,40 583,38 728,36 6.143,96 13.856,04
11 13.856,04 554,24 757,50 6.901,46 13.098,54
12 13.098,54 523,94 787,80 7.689,26 12.310,74
13 12.310,74 492,43 819,31 8.508,56 11.491,44
14 11.491,44 459,66 852,08 9.360,64 10.639,36
15 10.639,36 425,57 886,16 10.246,80 9.753,20
16 9.753,20 390,13 921,61 11.168,41 8.831,59
17 8.831,59 353,26 958,47 12.126,89 7.873,11
18 7.873,11 314,92 996,81 13.123,70 6.876,30
19 6.876,30 275,05 1.036,68 14.160,38 5.839,62
20 5.839,62 233,58 1.078,15 15.238,53 4.761,47
21 4.761,47 190,46 1.121,28 16.359,81 3.640,19
22 3.640,19 145,61 1.166,13 17.525,94 2.474,06
23 2.474,06 98,96 1.212,77 18.738,71 1.261,29
24 1.261,29 50,45 1.261,29 20.000,00 0,00

11.481,76
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Verificar los valores obtenidos en cada apartado anterior.

6.3. Sistemas Aleméan

Este sistema se caracteriza por tener amortizacién periodica constante. Los intereses son
variables y decrecientes ya que se calculan sobre saldo de deuda. Por lo tanto, la cuota sera va-
riable y decreciente, siguiendo el comportamiento de los intereses.

C t

)+I

k (decreciente) = (constante k (decreciente)

6.3.1. Amortizacién Periddica

La amortizacion periddica es constante y se calcula de la siguiente manera:

Si en n periodos se amortiza V.
. ) \&
en 1 periodo se amortiza —*=t
n
V
nl
n Yo L
Ejemplo:

Suponiendo un préstamo de $20.000.- a cancelar en 24 meses y al 4% mensual, determi-
nar la amortizacion periodica constante.

Vg 20000
e

n
En cada periodo se amortizan $833,33 de la deuda original.

6.3.2. Cuota de un periodo cualquiera k

La cuota periddica vencida que abona el deudor es la suma de la amortizacion mas los in-
tereses periddicos.

C =t+1,
C,=t+Vji=t+nti

C =t+ni)| (A

C,=t+l,

C,=t+(V,—i=t+Vii-ti (")
C,

C,=C-tij

de () C,=t-+nti—ti
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C, =t[1+(n-1)i] (B)

C,=t+1,
C, =t+(V, —2b)i (*2)
Co=t+Vi-2ti=t+V i—ti—ti
C
C,=C,-ti| (2

de (%), C,=t+nti—2ti

C,=t[l+(n-2)-i]| (©)

Generalizando:

De (1) y (2) C,=C,—ti| (™

De (A), B)y (C) [C, =t{l+[n—(k—-D]i}=t[1+(n—k+D)i] (%)

Aclaracién: La cuota esta compuesta por la amortizacion t y el interés sobre la deuda sub-
sistente en el periodo inmediato anterior (k-1): Ci=t + [n-(k-1)]ti

Ejemplo:
En el ejemplo, determinar la cuota del periodo 10.

C, =t[1+(n—k+1)i] =833, 33(1+15x0, 04) =833,33x1,60 =|$1.333,33
En el 10° periodo, la cuota que abona el deudor es de $1.333,33

6.3.3. Interés de un periodo cualquiera k

C, =t+1,
de (***), C, =t+(n—k+Dti entonces:
I
I, =(n=-k+Dti

Recordando que los intereses del periodo k se calculan sobre la deuda al inicio de ese pe-
riodo:

I, =V

i = (=KD

Ejemplo:
En el ejemplo, determinar el interés abonado en el periodo 10.
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I, =(n—k+Dti= (24—10+l) x833,33x0,04 =|$500.—
En el 10° periodo, el deudor abona $500.- de interés.

6.3.4. Ley de Cuotas

El interés se calcula sobre la deuda subsistente, por lo cual, es variable y decreciente. Las
cuotas son también variables y decrecientes.

C, =t + I

constante

variable decreciente variable decreciente

De (**) cada cuota es igual a la anterior mas una constante negativa, llamada razon r,
“-ti”, es decir:

r=—ti
Conclusidn: las cuotas siguen la ley de una progresion aritmética de razén negativa: —ti.
Ejemplo:
En el ejemplo, determinar la razén que vincula las cuotas.

r =—ti =—833,33x0,04 =|-$33,33

Las cuotas (y los intereses) decrecen en $33,33 periodo a periodo.

6.3.5. Total Amortizado en los primeros k perl'odosTﬂ

En los primeros k periodos se abonaron k amortizaciones constantes, luego:

k]

V3
Tm:t+t+t+...+t:k.t o |T-=k-=-
n

Ejemplo:
En el ejemplo, determinar el total amortizado de la deuda en los primeros 10 periodos.

T =k-t=10x833,33=|$8.333,33

Caso particular (total amortizado en los “n” periodos)
Sik=n

Vﬂ

6.3.6. Deuda subsistente después de transcurridos k periodos Vm

V— =nt—kt
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V_ =(n-kt

Conclusidn: siendo la amortizacion constante, la deuda subsistente después de k periodos
es igual a las n-k amortizaciones que aun no fueron abonadas.

Ejemplo:

En el ejemplo, determinar la deuda subsistente después de transcurridos los primeros 10
periodos.

V—; =(n—k)t =14x833,33=|$11.666, 66

6.3.7. Suma de Intereses Abonados
6.3.7.1. Parciales Hm

K
Ho=lL+L+ 1 +..+1, =) 1, siendo I, =(n—k+ti
j=1

H, :i(n—j+l)ti =tiZk:(n—j+1)
Ho =ti[n+(n-1)+(n-2)+..+(n—k+1)]

Dentro del corchete se observa una suma de términos de una progresion aritmética en la

cual:

a;= primer término = n

an = Ultimo término = n-k+1

n = ndmero de términos = k

r =razon de la progresion = -1

. . e a, +4a,

Siendo la suma de términos de una progresion aritmética: S, = > n yreempla-

zando:

A n+(n-k+1)
PRLERE Y

L (2n—k+1
- )

Ejemplo:
En el ejemplo, determinar la suma de intereses abonados en los primeros 10 periodos.

Ho=t-i-k (Z”‘Tk”) —833,33x0, omo(%m”j —[$6.500.—

6.3.7.2. Totales Hm

Siendo: k=n
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H- :t,i_n(Zn—_nHj
" 2

Hm:tni(n—ﬂj
v \ 2

n|

Ejemplo:

En el ejemplo, determinar la suma de intereses abonados en el préstamo.
n+1

. 24 +1
H =t-|-n(T]=833,33X0,04X24( > jz $10.000.—

6.3.8. Periodo en el cual se amortiza una fraccién f de la deuda original
f'Vm

fV, =kt
0
Ta } = <

f.nt=kt simplificando t

k=f.n

Conclusion: una cierta fraccién de la deuda se cancela en esa misma fraccion del plazo de
cancelacion del préstamo.

6.3.9. Periodo Medio de Reembolso pm

Definicion: El Periodo Medio de Reembolso es el momento en el cual se amortiza la mi-
tad de la deuda.

Conclusion: la mitad de la deuda se cancela en la mitad del tiempo de cancelacién del
préstamo.

Ejemplo:

En el ejemplo, determinar el periodo en el que se abona la mitad de la deuda.
_N_24 @y ificacion T = v = 29990 14 000 -12x833,33
pm_5_7_ Veriticacion E_E H_T_ . =1zZX s

La mitad de la deuda se cancela, exactamente, en la mitad del plazo de cancelacion de la
deuda.

6.3.10. Tasa de Amortizacién T

Definicion 1: La Tasa de Amortizacion es la amortizacion correspondiente a una deuda
de $100 (se expresa en porcentaje).
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V- =100 = t=rysiendo

Va

t=-n
n

entonces |T

_100
n

Definicion 2: La Tasa de Amortizacion es el porcentaje de la deuda original que se amor-
tiza con la primera cuota.

t .100
nt

entonces, simplificando t :

Aclaracion: en el sistema Aleman la tasa de amortizacion es constante para todos los pe-

riodos porque la amortizacion es constante.

Ejemplo:

En el ejemplo, determinar la tasa de amortizacién o el porcentaje de la deuda que se abo-

na en cada periodo.

6.3.11. Ejemplo
Préstamo = V, =
Plazo: 24

T

_100_100

n

20.000,00
Meses

" 4,1667% mensual |

Tasa de interés = 0,04 mensual
Amortizacién periddica =t = 20.000/24 = 833,33 mensual
Per. | Deuda a Inicio | Interés periddico | Cuota periddica | Total Amort. | Deuda Subsist.
k (1) = 5)k-1 (2)=(1) x 0,04 | (3)=(2)+833,33| (4)=k . 833,33 | (5)=(1)-833,33
1 20.000,00 800,00 1.633,33 833,33 19.166,67
2 19.166,67 766,67 1.600,00 1.666,67 18.333,33
3 18.333,33 733,33 1.566,67 2.500,00 17.500,00
4 17.500,00 700,00 1.533,33 3.333,33 16.666,67
5 16.666,67 666,67 1.500,00 4.166,67 15.833,33
6 15.833,33 633,33 1.466,67 5.000,00 15.000,00
7 15.000,00 600,00 1.433,33 5.833,33 14.166,67
8 14.166,67 566,67 1.400,00 6.666,67 13.333,33
9 13.333,33 533,33 1.366,67 7.500,00 12.500,00
10 12.500,00 500,00 1.333,33 8.333,33 11.666,67
11 11.666,67 466,67 1.300,00 9.166,67 10.833,33
12 10.833,33 433,33 1.266,67 10.000,00 10.000,00
13 10.000,00 400,00 1.233,33 10.833,33 9.166,67
14 9.166,67 366,67 1.200,00 11.666,67 8.333,33
15 8.333,33 333,33 1.166,67 12.500,00 7.500,00
16 7.500,00 300,00 1.133,33 13.333,33 6.666,67
17 6.666,67 266,67 1.100,00 14.166,67 5.833,33
18 5.833,33 233,33 1.066,67 15.000,00 5.000,00
19 5.000,00 200,00 1.033,33 15.833,33 4.166,67
20 4.166,67 166,67 1.000,00 16.666,67 3.333,33
21 3.333,33 133,33 966,67 17.500,00 2.500,00
22 2.500,00 100,00 933,33 18.333,33 1.666,67
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23 1.666,67 66,67 900,00 19.166,67 833,33
24 833,33 33,33 866,67 20.000,00 0,00
10.000,00

Aclaracion:

Verificar los valores obtenidos en cada apartado anterior.

Si se compara la suma de todas las cuotas de ambos sistemas, en el Sistema Francés el re-

sultado es mayor, lo que implica que la suma de intereses también es mayor (ya que el préstamo
es el mismo). Esto es porque en el Sistema Aleman desde el principio se amortiza mas deuda y
por lo tanto se abonan menos intereses que en el Sistema Francés (se recuerda que en este sis-
tema las amortizaciones son crecientes). Sin embargo ¢por qué la tasa efectiva del préstamo es
el 4% mensual en ambos sistemas? Es asi porque se debe considerar la reinversion de las cuotas
que el acreedor va cobrando.

En los cuadros que se presentan a continuacion el acreedor cobra las cuotas periodicas y

las reinvierte al 4% mensual hasta el final del plazo pactado (como ejemplo se escribe la formu-
la para las dos primeras cuotas del sistema Francés). Luego se suman y, alli si, se obtiene el
mismao resultado. Por ello, la tasa efectiva es el 4% para ambos sistemas.

O© 00O NOoO O b WN -

NN NNRE R R R R R R R R
EWONRPFPOOWMNOOUDWNIEREO

Sistema Francés

Sistema Aleman

Cuotas Cuotas Capitalizadas Cuotas Cuotas Capit.
1.311,74  3.233,06 = 1.311,74x1,04% 1.633,33 4.025,70
1.311,74  3.108,71 = 1.311,74x1,04% 1.600,00 3.791,87
1.311,74 2.989,15 1.566,67 3.570,07
1.311,74 2.874,18 1.533,33 3.359,72
1.311,74 2.763,63 1.500,00 3.160,27
1.311,74 2.657,34 1.466,67 2.971,20
1.311,74 2.555,13 1.433,33 2.791,99
1.311,74 2.456,86 1.400,00 2.622,17
1.311,74 2.362,36 1.366,67 2.461,29
1.311,74 2.271,50 1.333,33 2.308,90
1.311,74 2.184,14 1.300,00 2.164,60
1.311,74 2.100,13 1.266,67 2.027,97
1.311,74 2.019,36 1.233,33 1.898,66
1.311,74 1.941,69 1.200,00 1.776,29
1.311,74 1.867,01 1.166,67 1.660,53
1.311,74 1.795,20 1.133,33 1.551,04
1.311,74 1.726,16 1.100,00 1.447,52
1.311,74 1.659,77 1.066,67 1.349,67
1.311,74 1.595,93 1.033,33 1.257,21
1.311,74 1.534,55 1.000,00 1.169,86
1.311,74 1.475,53 966,67 1.087,37
1.311,74 1.418,77 933,33 1.009,49
1.311,74 1.364,21 900,00 936,00
1.311,74 1.311,74 866,67 866,67

31.481,76  51.266,08 30.000,00  51.266,08
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6.4. Sistema Americano

Este sistema no es un sistema de amortizacion propiamente dicho sino un sistema de
acumulacion de fondos a los efectos de cancelar un préstamo, con reembolso total al final del
periodo pactado.

El deudor toma el préstamo en una entidad y se compromete a abonarle el servicio de
intereses, en todos los periodos, en forma vencida y a una cierta tasa activa para la entidad fi-
nanciera i o tasa de intereses pagados por el deudor.

Por otro lado, el deudor realiza depoésitos llamados “fondos de acumulacion™ t en otra
institucion (puede ser la misma), a los efectos de formar, al final de los n periodos, una suma
igual al préstamo para reembolsarla a su acreedor. Dichos depositos se realizan bajo la forma de
una imposicion con cuotas vencidas que ganan intereses a una tasa pasiva para la entidad finan-
ciera i’ 0 tasa de intereses ganados por el deudor.

Al Sistema Americano se lo conoce también como el “Sistema de las dos tasas”.

Graficamente:
n periodos
| >, | |
F_i /Y F_i Vi TInteresesabonados alatasa activa i
7l | A 3l
n periodos EV
e e
—_— ———
| I | |
i ;"'Ilr;"'llr i f

537085, =0

I

Intereses ganados a la tasa pasiva i’

6.4.1. Fondo de acumulacién

El fondo de acumulacién (cuota de la imposicion) es igual a la suma periddica, constante
y vencida que debe depositar el deudor para lograr al final del plazo pactado un valor final (aho-

rro) igual al valor de la deuda original (Sm :Vm) , ganando intereses a la tasa pasiva i’:

_ -1
t= Vmsm

Ejemplo:
Suponiendo un préstamo de $20.000.- a cancelar en 24 meses y al 4% mensual y con los
fondos de acumulacion depositados al 1% mensual, determinar el fondo de acumulacion.

t=V.s? =20000— 2 _[§741,47
ninii 1 1

24

6.4.2. Cuota Periddica Constante

En los gréficos anteriores se observa que el deudor debe afrontar dos desembolsos:

1- Los intereses constantes que paga al acreedor a la tasa activa i y
2- Los fondos de acumulacion que deposita en otra institucion, a la tasa pasiva i’y que
formaréan el valor del préstamo al final del plazo pactado.

La cuota en el Sistema Americano es:
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C,=Vii + t

. fondo de acumulacion
Interés

—\j -1
Co=Vyl +Vys

. I
_ : -1 . —
C, —Vm<' +Sm:i') siendo  |Ca =Vy {' + 1+i) _J
Ejemplo:
En el ejemplo, determinar la cuota periddica que abona el deudor.

C=V,(i+s5,)= 20.000(0,04+%) =|$1.541,47

6.4.3. Total de Intereses Abonados T.I.A.

En cada uno de los n periodos el deudor abona le , luego en los n periodos pagara

TLA=V,in

6.4.4. Total de Intereses Ganados T.l.G.

Son los intereses ganados por el depoésito de los fondos de acumulacion. Siendo una im-
posicion:

T.1.G. :Vm -nt

6.4.5. Total de Intereses Netos T.I.N.
TIN.=TILA-TIG =V in- (Vm -nt)

Ejemplo:

En el ejemplo, determinar el total de intereses abonados por el deudor, el total de inte-
reses ganados Y el total de intereses netos.

T.ILA =V, i n=20.000x0,04x24 =]$19.200.—

T.1.G.=V, -nt=20.000—-24x741,47 =|$2.204,72

T.I.N.=T.ILA-T.1.G =19.200-2.204, 72 = |$16.995, 28

6.4.6. Comparacion del Sistema Americano y Sistema Francés

Para determinar en qué casos conviene el Sistema Francés y en qué casos conviene el Sis-
tema Americano se compararan las cuotas (constantes) de ambos sistemas.

, . _ -1 o
La cuota del Sistema Francéses: ~ C —Vm @ (alatasaactiva i)

-1 -1 -1 _ -1

Y recordando que (Capitulo IV) & —S_"=I y @ =I1+8 " entonces:
Cy =V (i +s%j1) cuota Sistema Frances (*)

C, =V, (i +sj) cuota Sistema Americano

restando miembro a miembro
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nkr

C—C, =Vy(s'—s7)

A

Aclaracion en (*): la cuota del Sistema Francés es un caso particular de la cuota del Sis-
tema Americano cuando coinciden la tasa pasiva y la tasa activa.

En la comparacion se presentan tres casos:
ler. Caso:

Si i'=i=A=0 =C,-C,=0=[C, =C,

Si la tasa activa y la tasa pasiva son iguales las cuotas también lo son y resulta indistinto
tomar el préstamo por uno u otro sistema.

2do. Caso
Si i'<i (caso méas comtin)
., -1 . . .
Recordando que la funcion S oy atasa variable es decreciente y cdncava, presenta a

mayor tasa menor valor de la funcion. (La demostracion se realiza utilizando el grafico de la

funcion Sflm,i para i variable)

Graficamente:
-1

"
%

0 v i tasa

-1 -1 _ _ -1 -1 _ _ _
Sm:i <Sm:i' => A_Sm:i _Sm:i' <0 => Cf Ca <O_> Cf < Ca

En este caso, conviene el Sistema Francés ya que la cuota periddica vencida a abonar es
menor.

3er. Caso:
Sioi'>1
., -1 . . .
Recordando que la funcién S oy atasa variable es decreciente y cdncava, presenta a ma-

yor tasa menor valor de la funcion.

Graficamente: i

-1
S wli

l/n

I 3
r
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=] 1 -1 1 _ ) _
Sm:i >Sm:i‘ == A_Sm:i _Sm:i' >0 => Cf Ca >0=> Cf > Ca

En consecuencia, el Gnico caso en que el sistema Americano conviene al sistema Francés
es cuando la tasa pasiva i’ que ganan los fondos de acumulacién es mayor que la tasa activa i
que cobra el prestamista. En este caso la cuota del Sistema Americano es menor.

6.4.7. Ejemplos:

Ejemplo 1: Suponiendo un préstamo a cancelar por el sistema Americano de $20.000.- en
2 afios a la tasa de interés del 4% mensual y con fondos de acumulacion a la tasa del 1% men-
sual, calcular la cuota, el fondo de acumulacién y construir el cuadro de evolucién de los intere-
ses ganados.

C, =Vm {i +I—n} = 20.000{0,04+%} =$1.541,47
@+in" -1 1, -1

t=C —Vmi =1.541,47 —20.000x0,04 =1.541,47 —800 = $741,47 0 bien

t :Vmsﬁ:li, = 20.000%31_1 =$741,47
k Suma al Inicio Intereses Depésito Ahorro

(1) = (41 (2) = (1) x ' ()=t (4)=(1)+(2)+(3)

1 - - - 741,47
2 741,47 7,41 741,47 1.490,35
3 1.490,35 14,90 741,47 2.246,73
4 2.246,73 22,47 741,47 3.010,66
5 3.010,66 30,11 741,47 3.782,24
6 3.782,24 37,82 741,47 4.561,53
7 4.561,53 45,62 741,47 5.348,62
8 5.348,62 53,49 741,47 6.143,57
9 6.143,57 61,44 741,47 6.946,48
10 6.946,48 69,46 741,47 7.757,41
11 7.757,41 77,57 741,47 8.576,45
12 8.576,45 85,76 741,47 9.403,69
13 9.403,69 94,04 741,47 10.239,19
14 10.239,19 102,39 741,47 11.083,06
15 11.083,06 110,83 741,47 11.935,36
16 11.935,36 119,35 741,47 12.796,18
17 12.796,18 127,96 741,47 13.665,61
18 13.665,61 136,66 741,47 14.543,74
19 14.543,74 145,44 741,47 15.430,64
20 15.430,64 154,31 741,47 16.326,42
21 16.326,42 163,26 741,47 17.231,15
22 17.231,15 172,31 741,47 18.144,93
23 18.144,93 181,45 741,47 19.067,85
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‘ 24 ‘ 19.067,85 190,68 741,47 20.000,00
Total de ints.... 2.204,73

En este ejemplo se observa como se obtiene el ahorro total igual al valor del préstamo y
los intereses ganados periodo a periodo.
Verificar los valores obtenidos en los apartados anteriores.

Ejemplo 2: El objetivo de este ejemplo es mostrar la diferencia porcentual que deberia
existir entre la tasa activa y la tasa pasiva para “compensar” los intereses pagados al acreedor
con los intereses ganados en la imposicion.

Suponiendo una deuda de $1.000.000.- a devolver por el sistema Americano en 2 afios
con cuotas mensuales a la tasa activa del 2% mensual, calcular la tasa a la que deben colocarse
los fondos de acumulacién para que el inversor no pague ni gane intereses.

Se debe cumplir que:  T.LLA. =T...G. entonces:

Viin=V_ —nt
- -1
Voin=V_ —nV_s™
Simplificando:  in=1- nS’lm:i, y reemplazando 0,02x24 =1- 245’1%,

S’lm, =0,021667 aplicando tanteo financiero e interpolacion lineal i’=0,052767 men-
sual (5,2767%)

Conclusion: Para gue el inversor compense los intereses pagados con los intereses gana-
dos debe obtener una tasa pasiva i’ mucho mayor a la tasa activa i, en este caso, casi un 164%
mayor. Esto se debe a que los intereses que abona el deudor se calculan sobre el valor de la deu-
da ($1.000.000.-) y los intereses que gana se calculan, acumulativamente, sobre los fondos de
acumulacion (t = $21.666,66).

Ejemplo 3: El objetivo de este tercer ejemplo es mostrar que, si bien i’>i el deudor paga
intereses, sélo que paga menos intereses que en el sistema Francés. La comparacion se realiza
primero a través de la cuota, segundo a través del total de intereses netos abonados y tercero a
través de la tasa efectiva de costo del Sistema Americano.

Suponiendo una deuda de $150.000.- a 20 meses a la tasa del 1,50% mensual y que el
deudor coloca los fondos de acumulacién en otra institucion que abona el 2% mensual, determi-
nar:

a) la cuota periddica que abona el deudor en el sistema Americano y la cuota que abona-
ria en el sistema Francés.

b) el Total de Intereses Netos abonados en el Sistema Americano y el total de Intereses
que abonaria en el sistema Francés

c) la tasa efectiva de costo del sistema Americano.

a) Caélculo de las cuotas
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C, =V (i +sm‘i) =1$8.423,51| (ya calculada)
C, =Vma;_1 :150.000%= $8.736,86

Siendo i’ > i conviene el Sistema Americano (menor cuota)

b) Total de intereses netos abonados en el sistema Americano
T.I.LA.=V, i n=150.000x0,015x20 = $45.000.—

0,02

T.1.G.=V, —nt =V, —nV.s-! =150.000 - 20x150.000% — " = $26.529,85.~
n n nl = nli 10 -1

20

T.I.N.=T.I.LA-T.1.G.=45.000—-26.529,85 = $18.470,15

En este ejemplo se observa que, ain cuando la tasa activa es menor a la pasiva, el deudor
abona $18.470,15 de intereses por el préstamo.

Total de intereses abonados en el sistema Francés
Hm =nC _Vm =20x8.736,86 —150.000 = |$24.737,20| Como el total de intereses abona-

dos en el Sistema Francés es mayor al total de intereses netos abonados por el Sistema Ameri-
cano también se concluye que conviene este Gltimo.

c) Otra forma de determinar qué sistema conviene es calculando la tasa efectiva de costo
del Sistema Americano (en el Sistema Frances es 1,50% mensual)

6.4.8. Determinacion de la tasa efectiva de costo del Sistema Americano

En el sistema Americano intervienen dos tasas de interés: la activa i y la pasiva i". Es de
interés determinar la tasa de costo implicita. Esta tasa es la tasa de interés sobre saldos del Sis-
tema Francés que se calcula tomando la deuda y la cuota del Sistema Americano o, lo que es lo
mismo, igualando las cuotas de ambos sistemas.

Ejemplo:

En el ejemplo visto en el punto anterior (i=0,015 mensual e i"=0,02 mensual):

C, =V7a*1 — w =0,056157=a"* = '—* aplicando tanteo finan-
e 150.000 w1 (1+i7)

ciero e interpolacion lineal se llega a que i* = 0,011324 mensual (menor a la tasa activa enun-
ciada del 1,50% mensual). Nuevamente se concluye gue conviene el sistema Americano, ya que
la tasa de costo implicita es del 1,1324% mensual mientras que en el sistema Francés la tasa es
del 1,50% mensual.

Conclusiones: Respecto de la tasa efectiva de costo del sistema Americano se concluye:

Si i<i’entonces i* < i Los intereses ganados en el sistema Americano “compensan”
parte de los intereses abonados en el sistema Francés (como en este ejemplo). Luego: i* <i<i’

Si i>i’entonces i* > i La tasa activa es mayor a la tasa pasiva y la tasa de costo im-
plicita es aln mayor. Luego: i’ <i<i*

Si i =i’entonces i* =i =i porque opero en Sistema Francés.
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6.5. Distorsiones del Sistema Francés

Con la finalidad de ocultar la verdadera tasa que cobra el prestamista se han ideado distin-
tos procedimientos que se aplican sobre el Sistema Francés, distorsionandolo.

6.5.1. Respecto de la tasa de interés

En algunos casos, se enuncia una tasa periodica efectiva de interés (por ejemplo anual)
pero luego se exige al deudor el pago de cuotas subperiddicas (por ejemplo mensuales). Si la
tasa periddica enunciada es efectiva, lo que corresponderia hacer seria calcular la tasa subperio-
dica equivalente a la enunciada, pero en la practica, se opera con una tasa proporcional. Esto
incrementa la tasa de costo efectiva que abona el deudor.

Ej. Tasa enunciada = 0,48 anual efectiva pero se aplica la i(m) = 0,48/12=0,04 mensual.

i=(1+i,)"-1>0,48
1,04 -1=0,601032> 0,48 La tasa anual efectiva es del 60,1032%

6.5.2. Respecto de la particién de la cuota periddica

En este caso, se pacta el préstamo para ser cancelado mediante el pago de cuotas perié-
dicas y vencidas de $C (por ejemplo mensuales). So pretexto de dar una mayor flexibilidad al
deudor, se propone fraccionar esas cuotas periddicas en “m” cuotas subperiodicas de $C/m cada
una (por ejemplo semanales). El efecto que se produce es que el prestamista recibe las fraccio-
nes de cada cuota anticipadamente y en consecuencia la tasa efectiva que abona el deudor es
mayor.

6.5.3. Respecto del momento en que se abona la cuota periddica

En un préstamo que deberia ser reembolsado con cuotas vencidas se modifican las clau-
sulas pactadas exigiéndole al deudor el pago de cuotas adelantadas. El efecto es el mismo que
en los casos anteriores.

6.5.4. Tasa Directa (cuarta distorsion del sistema Francés)

La unica semejanza del procedimiento de Tasa Directa con el Sistema Francés es que el
reembolso del préstamo se realiza mediante el pago de cuotas constantes y vencidas.

El calculo del total de intereses que debe pagar el deudor se efectlia de la siguiente mane-
ra:

Total de intereses = (Préstamo solicitado) x (tasa directa) x (himero de periodos).

n
H. = le |, =Suma solicitada - r-n
Jj=
donde “r” eslatasa directa ¥ “n” es el nimero de cuotas

6.5.4.1. Primera modalidad: Tasa Directa con intereses Cargados a la suma solicitada

Esta modalidad se utiliza tanto para tomar un préstamo como para la compra de bienes (es
muy comun).

En este caso, el deudor recibe como préstamo la suma que ha solicitado. Los intereses se
cargan al importe recibido y la suma total se reembolsa en “n” cuotas iguales y vencidas:
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Suma solicitada y recibida en préstamo Vs
+
Intereses (régimen de interés simple) Vo.r.n
Suma a devolver K =V,@Q+rn)

donde r es la tasa directa con intereses cargados a la suma solicitada.

K
ol 1+rn

Despejando V-, (préstamo):

6.5.4.1.1. Cuota periddica constante

_Sumaadevolver K _V;(1+rn)
n° de cuotas n n

C

loov [Eer )2 YLy
entonces: =V H+rc —7‘}‘ m.l’c

donde el primer término representa la amortizacion y el segundo, el interés periddico.

6.5.4.1.2. Criticas a esta modalidad

1 - Los intereses se calculan y el tiempo no ha transcurrido.
2 — La base para el calculo de intereses, en todos los periodos, es la suma solicitada cuan-
do deberia ser el saldo de deuda de cada periodo.

6.5.4.1.3. Célculo de la tasa de interés sobre saldos o tasa efectiva de costo implicita

Para calcular la tasa efectiva de interés (tasa de interés sobre saldos) se iguala la cuota de
esta modalidad con la del sistema Francés (ambas son constantes)

. Para calcular la tasa efectiva de costo “i” conociendo la tasa directa:

a.,. =—+1I;| aplicar tanteo financiero e interpolacion lineal.
on

4

e 99,
I

. Para calcular la tasa directa conociendo la tasa real de costo implicita

_ a1l _ =
rC - aﬂ:i n

Ejemplo:

Suponiendo que se compra un bien que cuesta $100.000.- en 20 cuotas mensuales y al 3%
mensual directo, calcular la suma a devolver, la cuota y la tasa efectiva sobre saldos que resulta.

K =V- (L+,n) =100.000(L -+ 0,03x20) = $160.000. -
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1 K 1
C=V, (E + rcj =—= 100.000(% +0, 03) =1$8.000.—

n

C=Vja. = a) =m=0,08 aplicando tanteo financiero
o "' 100.000
li =0,049643 mensual | i >

6.5.4.2. Sequnda modalidad: Tasa directa con intereses Descontados de la suma solici-
tada

Esta modalidad se utiliza solamente para tomar préstamos, ya que para comprar bienes
carece de sentido el descuento anticipado de intereses. Por lo tanto, si para comprar un bien se
utiliza “tasa directa” se sabe que es la modalidad de intereses cargados.

Préstamo solicitado pero no recibido y a devolver : K
Intereses (régimen de interes simple): - Kur.n
Prestamo recibido: Vo =K -Krn
V.
Vo=K.(l-rn) | y |K=—2=u
1-rn

donde r4 es la tasa directa con intereses descontados de la suma solicitada.

6.5.4.2.1. Cuota periddica constante

Suma a devolver K V.
C-= =— entonces:|C=—n
n° de cuotas n @-rn)n

6.5.4.2.2. Criticas a esta modalidad

1 - Los intereses se calculan y el tiempo no ha transcurrido.

2 — La base para el calculo de intereses, en todos los periodos, es la suma solicitada cuan-
do deberia ser sobre el saldo de deuda.

3 — Los intereses se calculan sobre una suma mayor K que el deudor efectivamente NO
recibe en préstamo. Por esta razén esta modalidad es mas onerosa que la anterior.

6.5.4.2.3. Calculo de la tasa de interés sobre saldos o tasa efectiva de costo implicita

Nuevamente se igualan ambas cuotas:

1 . .
C =V, ———— Sistema Directo
Cuotas iguales n(l-r,.n)

-1 . ,
C =V,a, Sistema Frances

Igualando y simplificando |a =
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. Para calcular la tasa efectiva de costo:
a,. = n(l— Iy n) aplicar tanteo financiero e interpolacion lineal

. Para despejar la tasa directa con descuento anticipado de intereses conociendo “i”:
-1 1

%~ n(l-r, n)

am:i = n(l_ Ty n)

a, a,
i_i-rn=>rn=1--0
n n

a-.
rd :E(l_ij
n n

6.5.4.2.4. Numero maximo de cuotas a abonar en esta modalidad

Sabiendo que: Vo =K(1-r, n) y para que efectivamente se reciba dinero en préstamo

se debe cumplirque 1-r,n >0 (*)dedonde 1>rn — |n <t
rd

Conclusion: el nimero maximo de cuotas que se puede concertar por este procedimiento
es menor a la inversa de la tasa directa (redondeado siempre por defecto). Se recuerda que es la
misma restriccion que existe en el nimero maximo de periodos que se puede aplicar el Des-
cuento Comercial Simple (Capitulo 1. Condicion de Aplicabilidad de D»).

También, de la desigualdad (*) 1-r, n > 0 se puede encontrar la restriccion de rg

. 1
dado el plazo del préstamo  1>r,n — |r, <H

Conclusion: la tasa directa por este procedimiento debe menor a la inversa del nimero de
periodos en que se cancela el préstamo.

Ejemplo:

Suponiendo que se contrae un préstamo de $100.000.- en 20 cuotas mensuales y al 3%
mensual directo con intereses descontados de la suma solicitada, calcular la suma efectivamente
recibida, la cuota, la tasa efectiva sobre saldos que resulta y el nimero maximo de cuotas a abo-
nar en este procedimiento.

Vo =K.1-1, n) :100.000(1—0, 03X20) =1$40.000.—
Se solicitan $100.000.- pero efectivamente se reciben $40.000.-

C=V.a. = aﬁ{:mzo,lﬁ aplicando tanteo financiero
i ™ 40,000

i =0,109298 mensual|
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Observando la tasa efectiva de costo se concluye que este procedimiento es mucho mas
costoso que el anterior.
Calcular el nimero méaximo de cuotas a abonar en la financiacion:

n <£= % =33,33 133 cuotas como maximol (se redonda por defecto)

r, 0,

6.5.4.2.5. Relacion y Comparacion entre ambas Tasas Directas

Considerando Vm =$1.- eigualando las cuotas de ambas modalidades:

B 1
(=1, -n) :>—(11 )=l+rc *)
n(—r,n) n
C=E+rC d
n

+ Despejando r. de (*)
1 1 10em) %% Gonlificandon
nl-r,n) n  n@-rn) n(1-ryn)

Iy

r. =
1-rn

C

Comparacion entre r¢ V rq
r,=r,

1>1-r,-n  dividiendo miembro a miembro
r-d
1-r,-n

<

r,<r,

+ Despejando rq de (*)
1 _l+nr,
n(l—r,n) n

@-rn)=
T 14,
1- =r,n
1+nr,
l1+nr -1 L
——=—=r,n simplificando el 1 y luego la n de los numeradores
1+nr,
r
r,=—=
1+nr,

Comparacion entre rc Y rq
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r=r,
1<1+r,-n  dividiendo miembro a miembro
r

rc>—c
1+r,-n

o>,

C

Nuevamente se observa que rq “miente mas” y, por lo tanto, es mas onerosa.
Aclaracion:

Las relaciones y comparaciones entrer: y rq son las mismas a las vistas en el Capitulo |1
en el punto 2.4.4.7.1. cuando se relacionaron las tasas de interés y de descuento en régimen de
interés simple. Se puede considerar que rc es is (tasa de interés en régimen de interés simple) y rq
es ds (tasa de descuento en régimen de interés simple).

Ejemplo: Si la tasa de interés sobre saldos es del 3% mensual y la deuda se cancela en 20
meses, determinar:
a) la tasa directa con intereses cargados.
4 1 0,03

=a -—=—1—— 1. 0,017216 mensual |
™ n 1-103 20

b) la tasa directa con intereses descontados
a-. _ —20
r, :1{1—ﬂj 1 (1—ﬂjz|o,012806 mensual|

n n ) 20" 003x20

Se concluye que:  i>1r>rg

Ambas tasas directas son menores a la tasa efectiva de interés. Ambas “mienten”.

La tasa directa con intereses descontados es menor a la tasa directa con intereses carga-
dos, por lo tanto, “miente mas”. Es mas onerosa.

6.6. Incidencia del I.V.A. en los cuadros de amortizacién de préstamos

En los cuadros de amortizacion de préstamos se analizard como influye el Impuesto al
Valor Agregado. Para ello, se agregara una nueva columna, separada de los intereses, para poder
discriminar el VA de los mismos. Se considerara el caso mas general, aplicando la alicuota del
21% sobre los intereses.

6.6.1. Sistema Francés

Las entidades financieras aplican dos procedimientos distintos para calcular el 1.V.A. en
los préstamos otorgados por este sistema:

6.6.1.1. Con I.V.A. incluido en la cuota

En este caso, la cuota se calcula con la tasa activa del préstamo (i) cargandole la alicuota
del 21% (iva=1,21. i). De esta forma se mantiene la caracteristica de cuota constante del Siste-
ma Francés aunque se paga mas intereses y mas .V.A.
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Ejemplo:

Préstamo = Vn = 20.000,00

Plazo: 12 Meses

Tasa de interés = 0,04 mensual

LV.A = 21% alicuota

Tasa de interés con IVA= 00,0484 mensual

C =20.000x0,0484/(1-1,0484"(-12)) 2.236,19 mensual

Periodo | D. Inicio Interés .LV.A. Amort. Total Amort. | D.Subsist.
k (D)=(6)k-1 | (2)=(1)x0,04 | (3)=(2)x0,21 | (4)=C-(2)-(3) | (5)=Suma(4) |(6) =(1)- (4)
1 20.000,00 800,00 168,00 1.268,19 1.268,19 18.731,81
2 18.731,81 749,27 157,35 1.329,57 2.597,76 17.402,24
3 17.402,24 696,09 146,18 1.393,92 3.991,69 16.008,31
4 16.008,31 640,33 134,47 1.461,39 5.453,08 14.546,92
5 14.546,92 581,88 122,19 1.532,12 6.985,20 13.014,80
6 13.014,80 520,59 109,32 1.606,28 8.591,47 11.408,53
7 11.408,53 456,34 95,83 1.684,02 10.275,49 9.724,51
8 9.724,51 388,98 81,69 1.765,53 12.041,02 7.958,98
9 7.958,98 318,36 66,86 1.850,98 13.891,99 6.108,01
10 6.108,01 244,32 51,31 1.940,56 15.832,56 4.167,44
11 4.167,44 166,70 35,01 2.034,49 17.867,04 2.132,96
12 2.132,96 85,32 17,92 2.132,96 20.000,00 0,00

5.648,18 1.186,12

6.6.1.2. Con I.V.A. excluido en la cuota

En este caso, la cuota se determina con la tasa activa (i) unicamente. El I.V.A. se calcula,
a la alicuota del 21%, pero directamente sobre los intereses. De esta forma, la cuota periddica
total es variable y decreciente, se pierde la caracteristica del sistema. En los cuadros de amorti-
zacion se observa que los totales de las columnas de intereses e 1.V.A. son menores a los de la
modalidad anterior.

Ejemplo:

Préstamo = 20.000,00

Plazo= 12 Meses

Tasa de interés = 0,04 mensual

.V.A. 21% alicuota

C =20.000x0,04/(1-1,04"(-12))= 2.131,04  mensual

Periodo | D. Inicio Interés L.V.A. Amort. Tot.Amort. | D.Subsist. | C c/IVA
k (1) = (B)k-1 | (2)=(1)0,04 | (3)=(2)x0,21 | (4)=C-(2) (5)=Suma(4) | (6) = (1)-(4) | (7)=C+(3)
1 20.000,00 800,00 168,00 1.331,04 1.331,04 18.668,96 | 2.299,04
2 18.668,96 746,76 156,82 1.384,29 2.715,33 17.284,67 | 2.287,86
3 17.284,67 691,39 145,19 1.439,66 4.154,99 15.845,01 | 2.276,23
4 15.845,01 633,80 133,10 1.497,24 5.652,23 14.347,77 | 2.264,14
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5 14.347,77 | 573,91 120,52 1.557,13 | 7.209,36 | 12.790,64 | 2.251,56
6 12.790,64 | 511,63 107,44 1.619,42 | 8.828,78 | 11.171,22 | 2.238,48
7 11.171,22 | 446,85 93,84 1.684,19 | 10.512,97 | 9.487,03 | 2.224,88
8 9.487,03 379,48 79,69 1.751,56 | 12.264,54 | 7.735,46 | 2.210,73
9 7.735,46 309,42 64,98 1.821,62 | 14.086,16 | 5.913,84 | 2.196,02
10 5.913,84 236,55 49,68 1.894,49 | 15.980,65 | 4.019,35 | 2.180,72
11 4.019,35 160,77 33,76 1.970,27 | 17.950,92 | 2.049,08 | 2.164,81
12 2.049,08 81,96 17,21 2.049,08 | 20.000,00 0,00 2.148,26
5.572,52 1.170,23

6.6.2. Sistema Aleman

En los cuadros de amortizacion de este sistema se vera que el I.V.A. se calcula directa-
mente sobre los intereses (Unica modalidad). La cuota total surge como suma de amortizacion,
intereses e I.V.A.

Ejemplo:
Préstamo = V, = 20.000,00
Plazo: 12 meses
Tasa de interés = 0,04 mensual
LLV.A = 21% alicuota
Tasa interés con IVA = 0,0484 mensual
Amortizacién =t=20.000/ 12 = 1.666,67 mensual
Per. D. Inicio Interés .LV.A. Cuota T.Amort. D.Subsist.
k (1) = (6)k1 | (2)=(1)x0,04 | (3)=(2)x0,21 | (4)=t+(2)+(3) | (B)=kxt | (6)=(1)-t
1 20.000,00 800,00 168,00 2.634,67 1.666,67 | 18.333,33
2 18.333,33 733,33 154,00 2.554,00 3.333,33 | 16.666,67
3 16.666,67 666,67 140,00 2.473,33 5.000,00 | 15.000,00
4 15.000,00 600,00 126,00 2.392,67 6.666,67 | 13.333,33
5 13.333,33 533,33 112,00 2.312,00 8.333,33 | 11.666,67
6 11.666,67 466,67 98,00 2.231,33 10.000,00 | 10.000,00
7 10.000,00 400,00 84,00 2.150,67 11.666,67 | 8.333,33
8 8.333,33 333,33 70,00 2.070,00 13.333,33 | 6.666,67
9 6.666,67 266,67 56,00 1.989,33 15.000,00 | 5.000,00
10 5.000,00 200,00 42,00 1.908,67 16.666,67 | 3.333,33
11 3.333,33 133,33 28,00 1.828,00 18.333,33 1.666,67
12 1.666,67 66,67 14,00 1.747,33 20.000,00 0,00
5.200,00 1.092,00

6.7. Préstamos con tasa Variable o tasa Flotante

6.7.1. Sistema Francés

En este sistema, se debe re calcular la cuota en cada periodo en que la tasa varia (y la
misma rige hasta el préximo cambio de tasa). Para su calculo, se toma la deuda subsistente al
momento del cambio de tasa, por los periodos que quedan para cancelar la deuda y a la nueva

tasa.
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Ejemplo:
Préstamo = 20.000,00
Plazo: 12 Meses
Periodo Tasa
lal3 0,04
4al9 0,045
10 al 12 0,05

C1=20000a_, .= 2.131,04

C,=15845,01a, .= 2.179,87

C5=5992,38 &, = 2.200,45

D. Inicio Tasa Interés Cuota Amort. Tot.Amort. | D.Subsist.

k (1) = (M1 (2) (3) =()x(2) | (4) (aparte) | (5)=(4)-(3) [ (6)=Suma(5) | (7) =(1)-(5)
1 20.000,00 0,040 800,00 2.131,04 1.331,04 1.331,04 18.668,96
2 18.668,96 0,040 746,76 2.131,04 1.384,29 2.715,33 17.284,67
3 17.284,67 0,040 691,39 2.131,04 1.439,66 4.154,99 15.845,01
4 15.845,01 0,045 713,03 2.179,87 1.466,84 5.621,83 14.378,17
5 14.378,17 0,045 647,02 2.179,87 1.532,85 7.154,68 12.845,32
6 12.845,32 0,045 578,04 2.179,87 1.601,83 8.756,51 11.243,49
7 11.243,49 0,045 505,96 2.179,87 1.673,91 10.430,42 9.569,58
8 9.569,58 0,045 430,63 2.179,87 1.749,24 12.179,66 7.820,34
9 7.820,34 0,045 351,92 2.179,87 1.827,95 14.007,62 5.992,38
10 5.992,38 0,050 299,62 2.200,45 1.900,84 15.908,45 4.091,55
11 4.091,55 0,050 204,58 2.200,45 1.995,88 17.904,33 2.095,67
12 2.095,67 0,050 104,78 2.200,45 2.095,67 20.000,00 0,00

6.073,71

6.7.2. Sistema Aleman

En este sistema, el cambio de tasa opera directamente sobre la deuda subsistente al mo-

mento de dicho cambio.

Préstamo = 20.000,00
Plazo: 12 meses
Periodo Tasa
lal3 0,04
4al9 0,045 t=1.666,67
10al 12 0,05
Per. D. Inicio Tasa Interés Cuota T.Amort. D.Subsist.
k | (1)=(®)k1 (2) R)=(1) x 2) [(@)=t+(2)+@) | (B)=kxt | (6)=(1)-t
1 20.000,00 0,040 800,00 2.466,67 1.666,67 18.333,33
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2 18.333,33 0,040 733,33 2.400,00 3.333,33 | 16.666,67
3 16.666,67 0,040 666,67 2.333,33 5.000,00 | 15.000,00
4 15.000,00 0,045 675,00 2.341,67 6.666,67 | 13.333,33
5 13.333,33 0,045 600,00 2.266,67 8.333,33 | 11.666,67
6 11.666,67 0,045 525,00 2.191,67 10.000,00 | 10.000,00
7 10.000,00 0,045 450,00 2.116,67 11.666,67 | 8.333,33
8 8.333,33 0,045 375,00 2.041,67 13.333,33 | 6.666,67
9 6.666,67 0,045 300,00 1.966,67 15.000,00 | 5.000,00
10 5.000,00 0,050 250,00 1.916,67 16.666,67 | 3.333,33
11 3.333,33 0,050 166,67 1.833,33 18.333,33 | 1.666,67
12 1.666,67 0,050 83,33 1.750,00 20.000,00 0,00

5.625,00

6.8. Préstamos pactados con ajuste por Inflacion

En periodos inflacionarios, las entidades financieras otorgan préstamos a tasa fija, donde
los saldos de deuda se actualizan, periédicamente, por inflacion.

Condiciones especiales
1° En estos cuadros se debe actualizar la deuda subsistente por la inflacion periddica. Se

recuerda que, en el Capitulo I, cuando se estudio la tasa de inflacion ¢, , este se calcul6 a partir
de los indices inflacionarios considerando que:

I, =1,_,(1+¢,)|donde

I es el indice inflacionario en el periodo k e
lk1 €s el indice inflacionario en el periodo k-1
Por lo tanto el “coeficiente de ajuste inflacionario para el periodo k puede calcularse a

través del cociente de los indices inflacionarios, o bien, considerando la tasa inflacionaria ¢, a
saber:

Coeficiente de ajuste, :Il_k =1+g,)
k-1

2° En los cuadros de amortizacion pactados con ajuste inflacionario no debe aparecer la
columna del Total Amortizado ya que los saldos de deuda se ajustan por inflacion y la suma de
estos importes extemporaneos no tiene significado financiero.

6.8.1. Sistema Francés

3° En este sistema, se debe ajustar periédicamente por inflacién tanto la deuda subsistente
al final de cada periodo como la cuota periddica.

Préstamo = V, = 20.000,00 Periodo  Tasa Inflac.
Plazo=n= 12 meses lal4 0,01
Tasa de interés = 0,04 mensual 5al9 0,015
Cuota = 20000x0,04/(1 - 1,047(-12))= 2.131,04 10 al 12 0,02
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D. Inicio Coef. Infl. D Ajust. Interés Cuota Aj. Amort. D.Subsist.
k (1) = (Mk1 (2) (3) =(1)x(2) | (4)=(3)x0,04 | (5)=C1x(2) | (6)=(5)-(4) | (7) =(3)-(6)
1 20.000,00 1,0100 20.200,00 808,00 2.152,35 1.344,35 | 18.855,65
2 18.855,65 1,0100 19.044,20 761,77 2.173,88 1.412,11 | 17.632,09
3 17.632,09 1,0100 17.808,41 712,34 2.195,62 1.483,28 | 16.325,13
4 16.325,13 1,0100 16.488,39 659,54 2.217,57 1.558,04 | 14.930,35
5 14.930,35 1,0150 15.154,30 606,17 2.250,84 1.644,66 | 13.509,64
6 13.509,64 1,0150 13.712,29 548,49 2.284,60 1.736,11 | 11.976,18
7 11.976,18 1,0150 12.155,82 486,23 2.318,87 1.832,63 | 10.323,19
8 10.323,19 1,0150 10.478,03 419,12 2.353,65 1.934,53 8.543,50
9 8.543,50 1,0150 8.671,66 346,87 2.388,96 2.042,09 6.629,57
10 6.629,57 1,0200 6.762,16 270,49 2.436,73 2.166,25 4.595,91
11 4.595,91 1,0200 4.687,83 187,51 2.485,47 2.297,96 2.389,87
12 2.389,87 1,0200 2.437,67 97,51 2.535,18 2.437,67 0,00

6.8.2. Sistema Aleman

5.904,03

4° En este sistema, se debe ajustar periddicamente por inflacién tanto la deuda subsistente
al final de cada periodo como la amortizacion periddica.

Préstamo = V, = 20.000,00 Periodo  Tasa Inflac.
Plazo: 12 meses lal4 0,01
Tasa de interés = 0,04 0,04 mensual 5al9 0,015
Amort. inicial =t=20.000/12 = 1.666,67 mensual 10 al 12 0,02
Per. D. Inicio Coef. Infl. | D. Ajust. Interés Amort. Ajust Cuota D.Subsist.
K| ()= (k1 (2) (3)=(1)x (2) | (4)=(3)x0,04 | (5)=te1 x(2) | (6)=(4)+(5) | (7) =(3)-(5)
1 20.000,00 1,0100 20.200,00 808,00 1.683,33 2.491,33 | 18.516,67
2 18.516,67 1,0100 18.701,83 748,07 1.700,17 2.448,24 | 17.001,67
3 17.001,67 1,0100 17.171,68 686,87 1.717,17 2.404,04 | 15.454,52
4 15.454,52 1,0100 15.609,06 624,36 1.734,34 2.358,70 | 13.874,72
5 13.874,72 1,0150 14.082,84 563,31 1.760,36 2.323,67 | 12.322,49
6 12.322,49 1,0150 12.507,32 500,29 1.786,76 2.287,05 | 10.720,56
7 10.720,56 1,0150 10.881,37 435,25 1.813,56 2.248,82 9.067,81
8 9.067,81 1,0150 9.203,83 368,15 1.840,77 2.208,92 7.363,06
9 7.363,06 1,0150 7.473,51 298,94 1.868,38 2.167,32 5.605,13
10 5.605,13 1,0200 5.717,23 228,69 1.905,74 2.134,43 3.811,49
11 3.811,49 1,0200 3.887,72 155,51 1.943,86 2.099,37 1.943,86
12 1.943,86 1,0200 1.982,74 79,31 1.982,74 2.062,05 0,00
5.496,77
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6.9. Aplicaciones
A continuacion se presentan tres aplicaciones.

1) Como caso particular, la devolucion de un préstamo y sus intereses se puede realizar
con un unico pago al final del plazo pactado, ya sea en régimen de interés simple o interés com-
puesto (una Unica prestacion contra una Unica contraprestacion). Las formulas son:

Régimen Al final del periodo n
Interés Simple = i
imp V. =V, (1+in)
Interes Compuesto _ A\
Vm —Va (1+|)

2) A continuacion se presenta el valor de cesion de un préstamo (donde cambia la titula-
ridad del acreedor) al momento k, también llamado valor de cancelacion anticipada del préstamo
al momento k (donde el préstamo se salda integramente antes del plazo pactado), para los distin-
tos sistemas de amortizacion de deudas estudiados en este curso (Cuadro 1).

Considerando el siguiente grafico temporal:

momento momento de casion o momento
inicial cancalacion anticipada final
0 k M

Se deben tener en cuenta dos aclaraciones:

a) en las formulas aparece una tasa de mercado (i’) con la que se actualiza la deuda al
momento de cesion o cancelacién anticipada k. Esta tasa, normalmente, es distinta a
la tasa activa i a la que el préstamo ha sido pactado originalmente.

b) cuando la devolucién del préstamo se realiza en cuotas (a partir del cuarto renglén del
Cuadro 1) el valor de las cuotas es el inicialmente pactado. Sin embargo, las cuotas
aln no abonadas se deben actualizar a la tasa de mercado i’y por el plazo correspon-

diente.
Cuadro I: Valor de cesion de un préstamo al momento k
Sistema de amortizacion Valor de cesién o cancelacién
anticipada al momento k (D)
Pago total Gnico (amort. + ints) Va L+i.n)
en régimen de interés simple K714 i;(n “K)
Pago total Gnico (amort. + ints) V (1+ i)n
en régimen de interés com- = a—n_k
puesto (1+i )
Pago periédico de intereses y V
ni 7aciG D, =V ia . +—9
pago unico de amortizacion al k oA (1+ i ,)(n—k)
final en R.1. Compuesto (*)
Sistema Francés =
D, =Ca_..
(cuotas constantes)
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Sistema Aleman C, C C
: D, = 2
(cuotas decrecientes) 1+i (1 +i ) (1 4 )
Sistema Americano VT
pe H n
idem (*) De =Vada 4 + a1
(1+i")
Tasa Directa K 1
Con intereses cargados D, =Ca_, = Fam;r =V n R

Tasa Directa K vV
Con intereses descontados D, =Ca_ . =— A = — .
n—kli n n—kli (1_ nrd ) n n—kli

Ejemplo:

Se tiene un préstamo de $100.000.- a cancelar en un plazo de 12 meses al 3% mensual. Si
inmediatamente después del periodo 8 se cancela anticipadamente la deuda subsistente en ese
momento, calcular el valor de cancelacidn considerando una tasa del mercado del 4% mensual.

Sistema de Valor de cesion o cancelacion anticipada al momento k (Dy)
amortizacion

Pago total Ginico en o _ Va+in) ~100.000(1+0,03x12) 136.000

régime_n de interes 8T 140 (n—k) - 1+0,04(12—8) 1,16
simple °

=(117.241,38

Pago total Unico en Vo (14i)" 12
régimen de interés D, = m( ) = 100.000xd, 03 = 142.576,09 =|121.874,64

8 Nk (12-8) 4

compuesto (1+| ) 1,04 1,04
Ints. Periddico + ) V 100.000
_ ol — bt
amort. al final en D, _Va"'am:i' + (1 4 .0)(n—k) _100'000X0’03xaﬂ:0,04 + 1, 04129

R.l. Compuesto (*)
D, =10.889, 69 +85.480,42 =|96.370,10

C=V.a, =1oo.000xL3712 =10.046,21
ninia 1_1 03

1-1,04
D, =Ca, =10.046,21= " =[36.466,68

Sistema Francés
(cuotas constantes)

CQ + C10 + Cll + C12

8 . . .
Sistema Aleman L+ (1+| )2 (1+| )3 (1+| )4

(cuotas 9.333,33 9.083,33 8.833,33 8.583,33
decrecientes) 1,04 1,042 1,043 1,04*
D, =8.974,36 +8.398,05+7.852,80 +7.337,07 =|32.562, 28
Sistema ) V 100.000
nl
idem (*) ’

D, = 10.889,69 +85.480,42 =|96.370,10
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K
Tasa Directa D =Ca . = T a i = Vi (ﬁ + rcjam;r
Con intereses

cargados D, =100.000 (% +0, osj 8, =11.333,33a,, , =[41.138,81

K . .
D, =Ca—,; = o a—,, Secalculael préstamo recibido:
Tasa Directa

Con intereses Vm =K (1— nr, ) =100.000 (1—12XO, 03) =64.000 luego
descontados 100.000
D, = =8y, ~8.333,33a,,,, ~[30.249.13

Observacién: En caso de prever la cancelacion anticipada de un préstamo conviene to-
marlo por sistema Aleman ya que en las primeras cuotas hay mayor amortizacion de capital. Lo
mismo sucede en caso de periodos inflacionarios. Recordar que en el caso de tasa directa con
descuento de intereses el préstamo efectivamente recibido es menor al solicitado.

3) En el préximo Capitulo 7 Empréstitos y Obligaciones Negociables de este libro (pun-
to 7.5.4) se desarrollara, en profundidad, el tema Usufructo y la Nuda Propiedad. En este capitu-
lo se introducen estos conceptos para préstamos.

Nuda Propiedad y Usufructo de un préstamo a valor de mercado.

El valor de mercado de un préstamo (V'm) al momento de emision (momento 0) puede

expresarse como la suma de todas las cuotas actualizadas a la tasa de mercado i".

n C.
ERd i ST 7ot S,
A+ 1+ (1+10) @+in"

Expresando las cuotas como suma de amortizacion e intereses:

'_t1+|1+t2+|2+ +tn+ln_ t, t, t I l, |

n n

o= 2 4. -1 42 44— 142 4 4
A4 A+iY) A+ 1+i' (@+i)° A+ 1+i' @+i)? L+i?)"

n

t noo
Vo = I -
Donde | " J—Z:;‘(l+i')’+z(1+i‘)‘

j=1

Nuda Propiedad Usufructo

Definicién: La Nuda Propiedad de un préstamo al momento de emision es la suma de las
amortizaciones reales futuras actualizadas al momento 0 a la tasa de mercado.

Definicién: El Usufructo de un préstamo al momento de emisién es la suma de los intere-
ses futuros actualizados al momento O a la tasa de mercado.

La tasa de actualizacion i’ es la tasa de mercado que muy rara vez coincide con la tasa ac-
tiva pactada en el préstamo. Es una tasa de mercado, que corresponde a operaciones de similar
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riesgo vigentes en el mercado financiero. Por ejemplo, si el préstamo fue emitido a largo plazo
se utiliza una tasa de operaciones a largo plazo. Si fue emitido a corto plazo se utiliza una tasa

de corto plazo.

En el Cuadro Il se expresa la Nuda Propiedad y el Usufructo de una deuda a un momento
k cualquiera y a la tasa de mercado i’ para los sistemas de amortizacion estudiados. Se hace
notar que la suma de ambas expresiones (Nuda Propiedad y Usufructo) debe dar el valor de

cancelacion anticipada Dy del Cuadro I.

Cuadro 11I: Nuda Propiedad y Usufructo

Sistema de Nuda Propiedad Usufructo
amortizacion
I’Da_go tlgtall NP = 'Va _ Vla.i.n
GnicoR. I “T1ri(n—k) “1+i(n-k)
Simple
Pago total V Vol (1+i) =1
unico R. 1. NP = 1 i.a(n—k) = a[( ()nk) }
Compuesto (1+7) (1+i")
Ints Periddico NP Va
y amort. al k= (k) U =V..ia .
final. fdem (¥) (1+7) ¢
Sistema Fran- NP, t .. N t., - t, u, = I N (P - I,
; - 2 _\Nk BT N2 _\Nk
ces b (140 (1+i) L+ (141) (1+i)
Sistema Ale- NP, :tam-i- u, = (I N ., - I,
, : =K+ R T
man 1+i (1+| ) (1+I )n
Sistema'Ame— NP Vm
ncan((i)ldem - (1 i-)(n-k) Uk :Vm"'am:i'
Tasa Directa V. U =V.ra—.
. _ _ nl k Ao
Con intereses NR =ta—.. —Tnam. e
cargados
Tasa Directa Vi K (1— r n) V
. _ 'l d
Con intereses NR =—"a . = & i U =Kna—. = d Ty
n n 1-rn
descontados d
**)

Se demuestra que en (**) la suma de ambas columnas es el valor de cesion Dy

V. K(1-rn) K —Kr,n+Kr,n
_ _nl _ d _ d d
Np, +U, = T it Krya —{ P Ky 18—, = N A
Simplificando  |Np, +U, =Ka —ca =D
implificando p, +U, —Fam:r =Ca . =D
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Calcular el usufructo y la nuda propiedad para el préstamo del ejemplo anterior después
de abonada la octava cuota.

Cuadro 11I: Nuda Propiedad y Usufructo

Sistema de Nuda Propiedad Usufructo
amortizacion
Pago total Gnico
Fg e p - 100.000 _[86.206.90 8 =100.000x0,03x12 _[31.034.48
-l p 1+0,04x4 1+0,04x4
Pago total Unico 100.000 42.576,09
R. 1. Compuesto P= L& =|85.480, 42 U, ZW =|36.394, 22
Ints Periodicoy 100.000 U, =100.000x0,03xa, ., =[10.889,68
amort. al final. Fzs = 1.04° =|85.480,42 8 ) ! 41:0,04 ' !
idem (*) ’
8.925,93 9.193,71 9.469,52 1.120,28 852,50 576,69
NF)B = 2 + 3 8 = + 2 + 3
. . ) 1,04 1,04 1,04 1,04 1,04 1,04
Istema Frances
9.753,60 292,61
+———=/33.838,50 + L~ =12.628,18
l, 044 1, 044 -
~1.000 750 500 250

Sistema Aleman

NP, =8.333,33a,,, ., =[30.249,13

= + + +
® 104 104> 1,04 1,04°

Sistema Ameri-
cano. idem (*)

NP, = 1206?190 —[85.480, 42

U, =100.000x0,03xa,,, , =

10.889,68

Tasa Directa

~100.000

_ U, =100.000x0,03xa =|10.889, 68
Con intereses NF, 12 Alo00 = 30.249,13 8 410,04
cargados
Tasa Directa 64.000 U, =100.000x0,03xa.,  =[10.889,68
Con intereses NF, = Taﬂ:io,m =(19.359,45 8 ' 710,04 !

descontados

Se verifica que la suma de ambas columnas es el valor de cancelacion anticipada Dy (ver
cuadro del ejemplo anterior).
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6.10. EJERCITACION CAPITULO VI

1.- Construir el cuadro de amortizacion de un préstamo contraido por el Sistema Francés de
$30.000.- a cancelar en 4 meses a la tasa del 1,50% mensual.

i 0,015
V. =Ca,, C=V.a'!=V,————=30.000——— =|7.783,34
nl nki nl ki nl 1— (1+i)—n 1_1’015—4

Cuota= $7.783,34

k  Deuda Inicio Interés Amort Total amort. Deuda final
1 2=1x0,015 3=C-2 d=suma 3 5=1-2
1 30.000,00 450,00 7.333,34 7.333,34 22.660,60
2 22.666,66 340,00 7.443,34 14.776,69  15.223,31
3 15.223,31 228,35 7.554,99 22.331,68 7.668,32
4 7.668,32 115,02 7.668,32 30.000,00 -0,00
1.133,37

2.- Se contrae una deuda por $20.000.- por el sistema de cuotas constantes al 2% bimestral con
pago de cuotas bimestrales. Sabiendo que la Gltima amortizacion representa el 10,91435% de
la deuda original, calcular:

a) el nimero de periodos en el que se amortiza la deuda y

b) la cuota bimestral a abonar.

a) t,=0,1091435xV,,
t(1+i)" =0,1091435t s,
1

1+i)n (1+i)" -
el =0,1091435 ———————
(1+|) i

1’021 -0,1001435 | 102 ~1
1,02 0,02

—~

0,1091435

1,02" = 1,02 (1, 02" —1)

1,02" = 55663185 (1, 02" —1)
1,02" = 5,5663185x1,02" —5,5663185

5,5663185 = 5,5663185x1,02" —1,02"

5,5663185 =1,02"x4,5663185 1,02" = 5,5663185 =1,2189948

4,5663185

aplicando logritmo ~ [n=10 bimestres|

0,02
b) V. =Ca.. C= 20.000m C =2.226,53
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3.- Se contrae una deuda por el sistema de amortizaciones progresivas de $30.000.- fijando una
tasa de interés del 3% mensual y una tasa de amortizacién del 1,50%. Determinar:

a) el fondo amortizante,

b) el nimero de periodos en que se cancela la deuda. En caso de no resultar exacto el nimero
de cuotas, reajustar el valor por defecto, calcular la cuota y re calcular la tasa de amortiza-
ciony el fondo amortizante.

a) 7 = es el porcentaje de la deuda que se cancela con la primera amortizacion

t Vo7 30.000x1,50
r=—-x100  t=-1- =202 o450, ]
v, 100 100

1,03" -1

b) Vo =ts,.  30.000=450x [n=37,1670 meses|

Tomando n=37 meses V. =Ca._. C= 30.000L337: 1.353,35
" ™ 1-1,03

37
Se recalcula: 30.000=t % t=453,35

T= is x100 = 453,35 x100 =|1,511167%

v, 30.000

4.- Se contrae una deuda de $14.000.- a 15 meses al 2,25% mensual por el Sistema Francés.
Luego de abonadas 10 cuotas se resuelve disminuir la tasa de interés al 2% mensual y au-
mentar el plazo en 3 meses. Determinar la nueva cuota mensual vencida a abonar.

V. =Ca, C :14.000% =1.110,04
n 1-1,0225
1-1,02257°
V. =Ca_. V. =1110, 04W =5.194,38=V,

. . 0,02
V;=C'ay,  C'=510438. " =[109,08

5.- Se contrae un préstamo a cancelar en 25 meses por el Sistema Francés y se conoce que en la
cuota 15 el servicio de amortizacion resulta ser igual al servicio de interés. Determinar:

a) la tasa de interés del préstamo,
b) el periodo medio de reembolso y

c) la tasa de amortizacion.
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8)Cu=ts+ly ; Cp=2t ; t(l+i) =2t@+i)" ; t@+i)*=2t(1+i)"

(1+i)" =2  [i=0,065041 mensual]
Voo ts,,  1,065041" —1 1,065041% -1
D) T =L ts =— -
m 2 Pkt 2 0,065041 2x0,065041

1,065041%” —1 ) )
1,065041"" =| —————— |+1 aplicando logaritmo pm =16,98 16<pm <17
(EO0 e aptando ogarono

t t 0,065041
¢) r=—x100=——x100=100s" ; r=100——">"> _[1697158%
)T s g 1,065041% —1 X

6.- Dado un préstamo de $140.000.- por Sistema Francés a un afio de plazo y a la tasa del 1,50%
mensual, determinar:
a) la cuota mensual vencida,
b) la amortizacién real del décimo periodo,
c) el total de intereses abonados en las primeras 6 cuotas,
d) el total de intereses abonados en el préstamo,
e) el total amortizado en los 7 primeros periodos,
f) la deuda subsistente después de abonadas 3 cuotas,
g) la tasa de amortizacion y
h) el periodo medio de reembolso.

aV.=Ca,  C :140.0001_2’8% =[12.835,20

)

12
bt =t (L+i) Vo=ts,  140.000=t222 1 ¢_10735 20
t, =10.735,20 x 1,015° =[12.274,52
1,015° -1
¢) Hy=kC-T, T, =ts;, =10.735,20= = = 66.875,48

)

Hg =6x12.835,20-66.875,48 =|10.135,73
d) Hg =nC -V, =12x12.835,20-140.000 = |14.022,40

1,015" -1
€) Ty =tsg, =10.735,20= ~— =[78.613,81

_ ~(12-3)
f) Vm = Cam,:i =12.835, 20% =1107.308,91

g) 7 =100s7! =100— 2> _[7.6680%] obien r=—100=122>20100_[7 6680%
n 1,015" -1 V. 140.000
_tsy . 1,015""-1 1,015 -1

Vv
ol s = ; = :1,015"" =
2 pmii 9o 0,015 2x0,015

aplicando logaritmo pm = 6, 2676

1,015 -1
h)T = —j+1

2
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7.- Se contrae una deuda de $30.000.- a 4 meses por el Sistema Aleman a amortizar al 1,50%
mensual. Construir el cuadro de amortizacion.

t= 7500
k Deuda lnicioc  Interés Cuota Total amort. Deuda final
1 2=1x0,015 3=t+2 d=f x t 5=1-t
1 30.000,00 450,00 7.950,00 7.500,00  22.500,00
2 22.500,00 337,50 7.837,50 15.000,00 15.000,00
3 15.000,00 225,00 7.725,00 22.500,00 7.500,00
4 7.500,00 112,50 7.612,50 30.000,00 -
1.125,00

Si comparamos el total de intereses abonados por sistema Aleman ($1.125.-) y por sistema
Francés (Ver ejercicio 1: $1.133,37) en el sistema Aleman se abonan menos intereses nomi-
nales. (Ver punto 6.3.11).

8.- Se contrae una deuda por el sistema de amortizaciones constantes que debe ser cancelado en
18 cuotas bimestrales al 5% bimestral, Sabiendo que la cuota 12 es de $1.350.-, determinar:
a) la deuda de origen y
b) si existe un periodo en el cual el servicio de interés se iguala con servicio de amortizacion.

a) C, =t[1+(n-k+1)i]  1.350=t[1+(18-12+1)0,05]  t=1.000.-
V- =nt =18x.1000 =
1

b) I =t (—k+Dti=t,  (18-K+1)x0,05=1 ; (1B-Kk+1)=-"—c i 18-k+1=20

18+1-20=k k=-1 absurdo. un periodo en que se igualan ambos servicios

Verificacion: I, =V-xi =18.000x0,05=900.— Como el interés del primer periodo es el
mayor y es menor a la amortizacién, en ningin momento podran igualarse ambos servicios.

9.- Se solicita un préstamo de $50.000.- por el Sistema Alemén a 10 meses y a la tasa del 1,30%
mensual. Determinar:

a) la primera cuota mensual vencida,

b) la amortizacion real del décimo periodo,

c) el total de intereses abonados en las primeras 6 cuotas,
d) el total de intereses abonados en el préstamo,

e) el total amortizado en los 7 primeros periodos,

f) la deuda subsistente después de abonadas 3 cuotas,

g) la tasa de amortizacion y

h) el periodo medio de reembolso.
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a) C, =t[1+(n-k+1)i] C,= 50'200 [1+(10-1+1)0,013] =[5.650.-]

1
V.
b) t:% = ? -~ (son todas las amortizaciones iguales)

¢) H,, =tik (Z”_Tk”j — 5.000x0, ome(%j ~[2.925.—

d)H, = tin(nTHj — 5.000x0, 013x10(102+1j —~[3.575.—

e) T = kt = 7x5.000 = [35.000.
f) V- = (n—K)t = (10—3)x5.000 = [35.000. -

g) 7= VL x100 = nit x100 = % = (en todos los periodos se amortiza el 10% de la deuda)

nl

V.
h) Tj —_nl pm X t:n—t pm = n :E =5| la mitad de la deuda se cancela
i 2 2 2 2
exactamente en la mitad del plazo de cancelacion de la deuda.

10.- Tomamos un préstamo a ser cancelado en 24 meses con amortizaciones constantes. Si la
cuota 12 es de $ 1.325.- y la cuota 18 de $ 1.175.-, determinar:

a) la tasa de interés mensual,
b) el importe del préstamo y
c) la suma total de intereses abonados.

a) Igualamos las amortizaciones de ambas cuotas
_ Cp, _ Cis . 1325 _1.175
L, =t 5 . . i ;
1+(24-12+1)i 1+(24-18+1)i 1+13xi 1+ 7xi

1.325(1+7xi)=1.175(1+13xi) despejando i = 0,025 mensual|

v Y
b) c12:%[1+(24—12+1)0,025] 1.325=2—1[1+(24—12+1)0,025] V.. =24.000.-

¢) Hy, = tin(”T”j =24.000x0, oz5§ —17.500.—

11.- Se solicita un préstamo de $150.000.- a 20 meses a la tasa del 1,50% mensual. El deudor
coloca los fondos de acumulacion en otra institucién que abona el 2% mensual. Determinar:

a) el interés pagado en cada periodo,

b) el total de intereses abonados en los primeros 4 periodos,
c) el total de intereses abonados,

d) el fondo de acumulacion,

e) la cuota mensual vencida
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f) el total de intereses ganados,

g) el total de intereses netos abonados,

h) la cuota que corresponderia abonar en el Sistema Francés,
i) los intereses que se abonarian en el Sistema Francés y

j) la tasa real de costo del sistema Americano, por tanteo financiero e interpolacion lineal
cuando el error es menor a 0,001.

a) I =V, i =150.000x0,015=2.250.—
b) H, =V, i 4=150.000x0,015x4 ={9.000. -

¢) TIA=H_, =V, x i x n =150.000x0,015x20 =[45.000. -
1,02 -1

t=6.173,51
0,02
e)C=1+t=2250+6.173,51=|8.423,51

f) TIG = V., —nt =150.000 - 20x6.173,51 = [26.529,80] (imposicién)
g) TIN =TIA-TIG = 45.000 — 26.529,80 = [18.470, 20

_ -20
h) Vo = Cam:i 150.000=C % C=8.736,86| (mayor a la del sistema Americano)

d) V,=ts, ~ 150.000=t

i) Ho =nC -V, =20x8.736,86-150.000=|24.737,20]  (mayor a los TIN del sistema Americano)

j)V,=Ca,. 150.000=8.42351xa

842351 0,056157 =a " = '—% =f., funcion creciente
150.000 w1 (141)

Tanteo financiero. Se obtiene

Para i, =0,011 f . =0,055975 como midatoes f. =0,056157

Para ip* =0,012 f(i . =0,058246 como mi dato es f(r) =0,056157
Como f(r) =0,056157 esta entre 0,055975 < f(i,,) <0,058246

Interpolacion lineal :

i —i, fe e i", —0,011  0,056157 —0,055975 .

- = 2 = y despejado
R 0,012-0,011 0,058246—0,055975

i", 20,011+ 20017 20,0597 4 15 g9y |0,011323 mensual |

0,058246 —-0,055975

Siendo i < i' entonces i* <i <i'
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12.- Se ha contraido una deuda de $90.000.- por el Sistema Americano. Los servicios de inte-
reses mensuales han sido pactados al 2%. En la misma fecha, el deudor deposita sumas fijas
en una institucion que abona el 1,10% mensual. La cuota total es de $3.000.-. Determinar:

a) en cuantos periodos se cancela la deuda y

b) la tasa real de costo mensual que le resulta al deudor por tanteo financiero e interpolacion
lineal cuando el error es menor a 0,001.

a)C=V, (i + sj.) 3.000 = 9o.ooo(o,oz+ ﬂj

1,011" -1

b)V,=Ca,.  90.000=3.000xa_

3000 0333330t =

90.000 el @er) 0 funcidn creciente
: i 1 —(1+1

Tanteo financiero. Se abtiene

Para i, =0,024 f(i -, =0,032937 como mi dato es f(r) =0,033333

Para i =0,025 f . =0,033654 como midato es f(r) =0,033333

p (ip)

Como f(i*) =0,033333 esta entre 0,032937 < f(r) <0,033654

Interpolacion lineal :

I R P i, —0,024  0,033333-0,032937 .
- = 2 = y despejando
i i f. —f. 0,025-0,024  0,033654—0,032937

P a (') (i)

0,033333-0,032937
0,033654 -0,032937

i, =0,024+ (0,025-0,024) = |0,024552 mensual|

Siendo i< entonces i'<i<i*

13.- En un préstamo de $60.000.- concertado por el sistema de amortizaciones constantes a la
tasa del 2% mensual, la cuota 15 es de $ 3.360.-. Luego del pago de dicha cuota se convierte
el préstamo al sistema de cuotas constantes, sin modificar la tasa de interés ni la duracion.
¢Cudl sera el importe de la nueva cuota?
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Para calcular la cuota del Sistema Francés se debe calcular la deuda subsistente del
sistema Aleman.
1° Calculo del plazo de cancelacion en el sistema Aleman

60.000
—n L

C, =t[1+(n-k+1)i] C,= 1+(n-15+1)0,02] =3.360.-

3.360 — 60.000

[1+(n-14)0,02] 3.360n:60.000[1+(n—14)o,02]

3.360n = 60.000 +60.000xnx0, 02 — 60.000x14x0, 02 2.160n=43.200
n =20 meses

2° Calculo de la deuda subsistente del sistema Aleman que es la deuda del sistema
Francés

t =60.000/20 =3.000

V—peman = (N—K)t =(20-15) x3.000 =15.000 =

TFrances

0,02
VQFrancés = Cam:i C 15 OOOW C =3182,38

14.- Se recibié un préstamo de $30.000.- por el sistema de cuotas constantes al 3,75% bimestral
en 20 bimestres. Transcurridos 12 periodos y después de pagar la cuota de ese orden, se de-
cide convertir el préstamo al sistema de amortizaciones constantes prorrogando el plazo en 2
periodos y aumentando la tasa al 4%. Determinar:

a) la cuota inicial bimestral vencida,
b) la primera cuota gue se abona luego de la conversion y
c) la dltima cuota que se abona luego de la conversion.

a)V.=Ca,  C=30000—22" _ [C=2158.86
n i 1-1,0375
1-1,03757°
b) VmFrancés = Ca'ﬂ!:i Vm = 2158’86 0375 =14. 686 30= VﬂAIeman

V. .
Ck — ﬁArI]eman |:1+(n—k+l)|:| Cl _ 14686,30[

14.686,30
©) Cpp == [1+(10-10+1)0,04] - [1.527,38]

1+(10-1+1)0,04]

15.-Un préstamo de $200.000.- se pacta por el Sistema Americano a la tasa de interés del 1,80%
mensual y con cuotas del fondo de acumulacién al 1,20% durante 10 periodos. Luego del
deposito del 4° fondo de acumulacion se convierte el préstamo al Sistema Francés sin alterar
la tasa de interés y prorrogando el plazo en 2 meses. Ademas, se conviene con el acreedor
que con el total acumulado hasta ese momento se efectia un pago reduciendo el saldo de la
deuda. Determinar:
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a) la cuota inicial vencida,

b) la nueva cuota que debe abonar el deudor después de la conversion
c) el total de intereses abonados y

d) el total de intereses netos abonados.

0,012

—_ 1 -1 = T
a) C=V, (i+s') c-2oo.ooo[o,018+ L0121

]: 22.543,61

b) 1° Célculo del fondo de acumulacion
t=C—1=22.543,61-200.000x0,018 =18.943,61
2° Calculo del ahorro de los 4 fondos de acumulacion = pago extraordinario

4
T, =ts =18.943,611’01—2_l =77.149,34
ali’ 01

3° Caélculo de la deuda subsistente a abonar por el sistema Francés
V. = 200.000—77.149,34 =122.850, 66

8lFrancés
4° Calculo de la cuota del sistema Francés

. =122.850, 66% _[16.626.08

C

c) TIA=TIA
TIA=V.

nlAmericano

+ HmFrancéS
14+nC-V

nlFrancés

TIA=(200.000x0,018x4) + (8x16.626,08 —122.850, 66)
TIA=14.400,00+10.157,94 =[24.557,94

Americano

d) T|ANet03=TINAmericano + HﬂFrancés
TIANetos=(TIA-TIG)+H___
Calculamos los  TIG=T; —4.t=77.149,34 - 4x18.943,61=1.374,88

TIANetos= (14.400, 00-1.374, 88) +10.157,94 = | 23.183,06

16.- Se solicita un préstamo de $42.000.- a la tasa directa del 2% mensual en 10 meses. Deter-
minar la cuota y la tasa efectiva de costo mensual en los siguientes casos:

a) cargando los intereses al préstamo y

b) descontando los intereses del préstamo.
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2) C= = (rc +1j - 42.ooo(o,oz+ij - [5.040
n " n 10

_ 5040 .. . _ 0 _
V=Cay, 4200055040y, o ooi=012%a) =S

= f
42.000

@ funcion creciente

Tanteo financiero. Se obtiene
Para i, =0,034 f;,=0,119636 comomidatoes f; =012

Para i, =0,035 f;,=0,120241 comomidatoes fj =0,12

p
Como fi ) =0,12 estaentre 0,119636< f,, <0,120241

( M

Interpolacion lineal :
il _ia _ f(i) - f(ia) il —0,034 _ 0,12—0,119636
=1 foy— Ty 0,035-0,034 0,120241-0,119636
0,12-0,119636
0,120241-0,119636

y despejando

(ip)

i, =0,034+ (0,035-0,034) = |0,034602 mensual|

b) c:% _ % - V. =K (1-1,n) = 42.000(1-0,02x10) = 33.600.—

V. =Ca,  33.600=4.200xa,

4200 _ 1oe_ i

=0125=at =— 1 =f
33.600 i 1_(1+i)—1o

funcién creciente

()

Tanteo financiero. Se obtiene
Para i,=0,042 f;,=0,124522 como midatoes f; =0,125

Para i,=0,043 f;,=0,125139 comomidatoes f; =0,125
Como f, =0,125 estaentre 0,124522 < f;, <0,125139

Interpolacién lineal :
i, —i,  fo— T i, —0,042  0,125-0,124522
I, =1, f(ip)—f(ia) 0,043-0,042 0,125139-0,124522
0,125-0,124522
0,125139-0,124522

y despejando

i, =0,042+ (0,043-0,042) =|0,042775 mensual|

17.- Se solicitdé un préstamo de $10.000.- por el procedimiento de tasa directa con descuento
anticipado de intereses a cancelar en 10 cuotas vencidas, obteniéndose un neto de $7.900.-.
Determinar:

a) la tasa directa mensual,

b) la suma que debid solicitarse para recibir efectivamente $10.000.-
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c) el nimero maximo de cuotas en este sistema y

d) la tasa efectiva mensual de costo que le resulta al deudor.

a) V. =7.900.— K=10.000.-

Vo =K(1-rn) 7.900=10.000(1-r,.10) |rd =0,021 mensual|

b) V, =K(1-r,n)  10.000=K (1-0,021x10)

¢) (1-r,n)>0 n<£=ﬁ21:47,6190

I )

d)V,=Ca,  7.900=1.000xa_
1.000 i

———=0,126582=a> =—— =
7.900 B 1 (1+i)

f,, funcion creciente

Tanteo financiero. Se obtiene:

Para i,=0,045 f;,=0,126379 como midatoes f; =0,126582
Para i,=0,046 f;,=0,127001 como midatoes f; =0,126582

Como  f,, =0,126582 estaentre 0,126379 < f;, <0,127001

Interpolacion lineal :

i, i, fo—foy i, —0,045 _0,126582-0,126379
ip—i,  fo,—f, 0,046-0,045 0,127001-0,126379

p a (ip)
0,126582-0,126379
0,127001-0,126379

i, =0,045+ (0,046 -0,045) =(0,045326 mensual|

y despejando

18.- Se compra una heladera cuyo precio de contado es de $25.000.-. Se ofrece pagar la misma
abonando 20 cuotas mensuales adelantadas de $2.000.- abonando la primera de ellas en el

momento de retirarla. Calcular:
a) la tasa directa mensual aplicada,
b) la deuda efectivamente financiada y

c) la tasa efectiva mensual de costo a abonar por el deudor.
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a) V, =23.000 K =19x2.000 =38.000 Se toman 19 cuotas porque son adelantadas
r, =0,034325 mensual|

38.000=23.000(L+1,x19)

b) [V,=23.000| yaque la primera cuota adelantada de $2.000.- debe descontarse

¢) V,=Ca,  23.000=2.000xa;,

ﬂﬂ, 086957=a" =;__lg=f(i) funcion creciente
23.000 s 1—(1+1)
Tanteo financiero. Se obtiene

Para i,=0,056 f;,=0,086839 comomidatoes f; =0,086957
Para i,=0,057 f;,=0,087531 comomidatoes f; =0,086957
Como f,, =0,086957 estaentre  0,086839 < f; <0,087531

Interpolacién lineal :
i, —i,  fo— T i,—0,056  0,086957—-0,086839

i, =i, T~ fo 0,057-0,056 0,087531-0,086839

0,086957 —0,086839
0,087531-0,086839

i, =0,056+ (0,057 -0,056) =|0,056171 mensual|

19.- Un préstamo se financia a 12 meses mediante el pago de cuotas constantes vencidas apli-
cando tasa directa del 3% mensual sin descuento anticipado de intereses. Calcular:

a) la tasa efectiva mensual por tanteo financiero e interpolacién lineal cuando el error es me-
nor a 0,001.

b) la tasa directa con descuento anticipado de intereses que debid aplicarse para que el prés-
tamo resultase equivalente (igual tasa efectiva).

a) aj:rc+1 at 20,03+i:o,113333= : = f,,  funcion creciente
niii n

12l 12 1— (1+ i)—12 (1)
Tanteo financiero. Se obtiene
Para i,=0,050 f;,=0,112825 como midatoes f, =0,113333

Para i,=0,051 f;,=0,113463 comomidatoes f; =0,113333
Como  f; =0,113333 estaentre 0,112825< f;, <0,113463

Interpolacion lineal :
i, —i,  fo—fo i, —0,050  0,113333-0,112825

y despejando

=i, o, =T, 0,051-0,050 0,113463-0,112825
i, =0,050+ 0.113333-0,112825 4 051-0,050) = 0,050796 mensual |
0,113463-0,112825
b) rc+1=; 0,03+i:;
n (1-r.n)n 12 (1-r.12)12

despejando r, =0,022059 mensual
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20.- Construir el cuadro de amortizacion de un préstamo de $100.000.- a cancelar en 5 cuotas
mensuales por el Sistema Francés al 2% mensual con IVA incluido dentro de la cuota, sobre
los intereses, a la alicuota del 21%.

Como el IVVA debe incluirse en la cuota mensual a la tasa de interés del 2% se le recarga
el 21% de IVA a la tasa. La tasa con la cual se calcula la cuota es:
Looniva = lgnvaXL 21=0,0242 mensual

Cuota= 21.475,14
Per Deuda Inicio Interes VA Amort. Total Amort. Deuda final
1 2=1x0,02 3=2x0,21 4=C-2-3 S=suma 4 G6=1-4
1 100.000,00 2.000,00 420,00 19.055,14 19.055,14 80.944, 86
2 80.944,86 1.618,90 339,97 19.516,28 38.571,42 61.428,58
3 61.428,58 1.228,57 258,00 19.988,57 58.559,99 41.440,01
4 41.440,01 828,80 174,05 20.472,29 79.032,28 20.967,72
5 20.967,72 419,35 88,06 20.967,72  100.000,00 -0,00

6.095,62 1.280,08

21.- Construir el cuadro de amortizacion de un préstamo de $100.000.- a cancelar en 5 cuotas
mensuales por el Sistema Francés al 2% mensual con IVA excluido de la cuota, sobre los in-
tereses, a la alicuota del 21%.

Como el IVA no se incluye en la cuota mensual, la cuota se calcula con la tasa del 2% (re-

sulta menor a la anterior porque no incluye el IVA). El IVA se calcula sobre los intereses.

Cuota= $21.215,84
Per Deuda Inicio Interes VA Amort. Total Amort. Deuda final Cuota total
1 2=1x0,02 3=2x0,21 4=C-2 S=sumao 4 6=1-4 7=C+3
1 100.000,00 2.000,00 420,00 19.215,84 19.215,84 80.734,16 21.635,84
2 80.734,16 1.615,68 339,29 19.600,16 38.816,00 61.134,00 21.555,13
3 61.134,00 1.223,68 256,97 19.992,16 58.808,15 41.191,35 21.472,81
4 41.191,35 823,84 173,01 20.392,00 79.200,16 20,799,284 21,388,385
5 20,799,284 416,00 87,36 20.799,84  100.000,00 - 21.203,20

6.079,20 1.276,63

Comparando este ejercicio y el anterior se concluye que cuando se incluye el IVA en la cuota
se pagan mas intereses e IVA. Esto se debe a que se abonan intereses e IVA sobre el IVA. La
forma correcta de construir el cuadro es con IVA excluido de la cuota, aunque se pierde la
carateristica del sistema Francés de cuota constante (ver columna 7 en este ejercicio)

22.- Con los datos del ejercicio anterior construir el cuadro de amortizacion por el Sistema Ale-
man con IVVA, sobre los intereses, a la alicuota del 21%.
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Amortizacion S 20.000,00
Per Deuda Inicio Interes VA Cuota Total Amort. Deuda final
1 2=1x0,02 3=2x0,21 4=t+2+3 5=kt 6=1-1t
1 100.000,00 2.000,00 420,00 22.420,00 20.000,00 80.000,00
2 80.000,00 1.600,00 336,00 21.936,00  40.000,00 60.000,00
3 60.000,00 1.200,00 252,00 21.452,00 60.000,00 40.000,00
4 40.000,00 800,00 168,00 20.968,00  80.000,00 20.000,00
5 20.000,00 400,00 84,00 20.484,00 100.000,00 -

6.000,00  1.260,00

23.- Se concede un préstamo de $150.000.- que se cancela en un afio por el Sistema Francés con
tasa variable (flotante) y cuotas trimestrales vencidas. Construir el cuadro de amortizacion
con reformulacion del préstamo al final de cada periodo (sustitucion del préstamo original
por la deuda subsistente, por un periodo menos y a la nueva tasa).

Periodo Tasa trimestral

1 3

2 3,50
3 2,50
4 2,75

C, =150.000L3_4 =40.354,06
1-1,03
Per Deudalnicic  Tasa Interes Cuota Amort.  Total Amort. Deuda final
k 1 2 3=1x2 4 5=Ck-3 E=suma 5 7=1-5

1 150.000,00 0,0300 4.500,00 540.354,06 35.854.06 35.854,00 114.145.94
2 114.145,94 0,0350 3.995,11 5 40.742,59 36.747 48 72.601,54 F7.398,46
3 77.398,46 0,0250 1.934.96 540.156,42 38.221.46 110.823,00 39.177.00
4

39.177,00 0,0275 1.077,37  $40.254,37 39.177,00  150.000,00 0,00
11.507,44
C,=114.145,94— 29 __40742 59
1-1,035
C, :77.398,46% —40.156,42
C,=39.177,00— 2021 __40.254,37
1-1,0275

24.- Con los datos del ejercicio anterior, construir el cuadro de amortizacion en el caso de pac-
tarse por el Sistema Alemén.
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t= 37.500,00
Per Deudalnicio  Tasa Interes Cuota Total Amort. Deuda final
k 1 2 3=1x2 4=t+3 S5=k.t 6=1-t

1 150.000,00 0,0300 4.500,00 42.000,00 37.500,00 112.500,00

2 112.500,00 0,0250 3.937.50 41.437,50 75.000,00  75.000,00

3 75.000,00 0,0250 1.875,00 39.375,00  112.500,00  37.500,00

4 37.500,00 0,0275 1.031,25 38.531,25 150.000,00 -
11.343,75

25.- Se contrajo un préstamo de $70.000.- a devolver en 4 cuatrimestres por el Sistema Francés
y con clausula de ajuste por inflacion, a la tasa del 4,40% cuatrimestral. La primera cuota
venci6 el 15/08/X1 y para el ajuste se utilizaron los indices de Precios al Consumidor Nivel
General con un mes de antelacién al vencimiento de cada cuota. Se requiere la construccion
del cuadro de amortizacion, siendo los siguientes indices:

Marzo/X1 260,17
Julio/X1 271,99
Noviembre/X1 283,75
Marzo/X2 291,19
Julio/X2 301,13

Calculo de los Coeficientes de Ajuste (CA ;) por Inflacion:

Recordar que |, =1,(1+p) entonces :—1= (1+ p) = Coeficiente de Ajuste
0

CA = 271,99 =1,045432
260,17

283,75
271,99
291,19
283,75

A= 225 1 034136
291,19

CA,

=1,043237

CA, =1,026220

C= 519.466,42
Per Deudalnicio Coef. Ajuste Deuda Aj. Interés Cuota Aj. Amort. Deuda final
k 1 2 3=1x2 4=3x0,044 S=Ck-1x2 6=5-4 7=3-6
1 70.000,00 1,045432 73.180,23 3.219,93 20.350,82 17.130,89 26.049,34
2 26.049,34 1,043237 2847274 2.572,80 21.230,72 18.657,92 39.814,82
3 39.814,82 1,026220 A0.858,77 1.797.79 21.787.40 19.989,61 20.809,16
a4 20.8069,16 1,034136 21.581,54 949,59 22.531,13 21.581,54 0,00
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Cuando existe ajuste por inflacion no se calcula el total amortizado ya que suma valores mo-

netarios de distinto valor real.

26.- Con los datos del ejercicio anterior, construir el cuadro de amortizacion en el caso de pac-

tarse por el Sistema Aleman.

t= 17.500,00
Per Deuda lnicio Coef. Ajuste Deuda Aj. Interés Amort. Aj. Cuota Deuda final
k 1 2 3=Ix2 4=3x0,044 S=te1x2 H=4+5 7=3-5
1 70.000,00 1,045432 73.180,23 3.219,93 18.295,06 21.514,99 54,885,117
2 54,885,117 1,043237 57.258,24 2.519,36 19.086,08 21.605,44 38.172,16
3 38.172,16 1,026220 39.173,04 1.723,61 19.586,52 21.210,13 19.586,52
a4 19.586,52 1,034136 20.255,12 291,23 20.255,12 21.146,35

27- Calcular el valor de cancelacién anticipada, la nuda propiedad y el usufructo, después de
abonada la segunda cuota, de los préstamos de los ejercicios 1, 7, 12 y 16 considerando que

la tasa vigente en el mercado es del 3% mensual.

Ejerc. | Sistema | Férmula Solucién
1 Francés D =Ca—. . _ -2
=Ca, D, = 7.783 34% _[14.89319
t t '
NP =—= +——
1+i (1+| ) P - 7.554,99 N 7.668,232 _[14563,07
| | 1,03 1,03
U= +— 228,35 115,02
1+i (1+i) =03 + LoF - 330,12
7 Aleman C C 7.725 7.612,50
D, = 1+3i' 4 > , = 103 + 103 =(14.675,51
(1+| ) , :
1-1,037
NP, =7.500———— =(14.351,02
NP, =ta_. 0,03
u =t : 2:%+112’520: 324,49
1+i (1+|) 1,03 1,03
12 | Americano ) V. 1-103° 90.000
_ nl , .
D, =V ia .. + (1+i')("_k) D, =1.800 0.03 + L0 27.786,95
NR =1 NP, = 20000 _ 78787 53
(1+i1)"" 1,03
| U, ~1.8002 28" 55555, 22
U, =Vola—. 2 =4 W =|$ 0.99Y,

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzéalez

257




Capitulo VI — Sistemas de Amortizacion de Préstamos

16 | TD Carga- K B -8
da D, =Ca ., & D, 5040125 _ 35.379,25
A 1-1,03°
NP, = ﬁaﬂ NP, = 4.200 e 29.482,71
-8
U =Varai U, =8401 28" 5’39654
16 TD Des- K _ -8
contada D =Ca Fam. D, :4.2001 1,03 =|29.482,71
V 1-1,03°
NP, = 77 a_. NP, =3.360 05 " 23.586,17
1-1,03°
U, =Kra . U, =840 =|5.896,54
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CAPITULO VII

Empreéstitos y Obligaciones Negociables
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EMPRESTITOS Y OBLIGACIONES NEGOCIABLES

7.1. Introduccién

Un empréstito es una deuda emitida con un sélo deudor (normalmente el Estado ya sea
Nacional, Provincial o Municipal) cuyos acreedores estan diversificados y tienen en su poder
fracciones del préstamo llamadas titulos, obligaciones o bonos. Si la emision de la deuda la
realiza una entidad privada se la llama Obligacion Negociable.

Las entidades de derecho publico o privado emiten empréstitos u obligaciones negocia-
bles cuando necesitan grandes capitales y financiacion a largo plazo.

Los tenedores de obligaciones, en rescate cierto, tienen derecho a percibir al final de cada
periodo un servicio de interés o un servicio de interés y amortizacion (segun las condiciones de
emision del empréstito). En rescate aleatorio (sorteo o licitacion), solo cobran los intereses en
cada periodo y en el momento del rescate, intereses mas 100% de la amortizacion.

7.2. Condiciones de emisién

a) Sistema de emision del empréstito (se analizaran sélo dos, inicialmente):
I- Sistema Francés
I1- Sistema Aleman

b) Tasa de interés: se denomina tasa nominal o facial y se utiliza para el calculo de los
intereses periddicos sobre el valor residual de la obligacion.

c) Forma de pago de los intereses: se efectla por periodos vencidos segun las condicio-
nes de emision del empréstito.

d) Plazo del empréstito: es por periodos finitos. Han existido empreéstitos perpetuos en
los que el Estado no se obligaba al reembolso en una fecha definida, abonando sélo el servicio
de intereses.

e) Forma de reembolso del capital:

Existen dos formas de rescatar un empréstito: I- Rescate Aleatorio y Il- Rescate Cierto o
Programado. Se estudiard, cada una de ellas, desde el punto de vista del ente emisor y del tene-
dor del titulo.

Para el ente emisor no hay diferencias en cuanto al importe periddico que destina a amor-
tizar deuda pero dicho importe se aplica de manera distinta:

1) en rescate aleatorio rescata, en cada periodo, la cantidad de titulos que la amortizacion
periddica permite (ver punto 7.4.1. y 7.5.1.), segun el sistema (Francés o Aleman) y

2) en rescate programado rescata de todos los titulos emitidos la amortizacién periddica
correspondiente hasta el Gltimo periodo, segin el sistema de amortizacion.

Para el tenedor del titulo existen diferencias:

1) en rescate aleatorio: el tenedor del titulo cobra los cupones de renta mientras el titulo
esté vivo. En el momento del rescate cobra los intereses de ese periodo mas el 100% de su valor
nominal. En esta modalidad el tenedor desconoce la vida del titulo. El rescate aleatorio puede
hacerse por Sorteo (en cada periodo se efectlia un sorteo de acuerdo a la numeracion que identi-
fica a cada titulo) o por licitacién (los suscriptores ofrecen al ente emisor un valor de rescate que
puede ser distinto del valor nominal).

2) en rescate cierto o programado el tenedor del titulo cobra los cupones de renta y amor-
tizacidn periodicos durante toda la vida del empréstito acorde con el sistema en el que se emitid
la deuda. De acuerdo con el pago de la amortizacion puede clasificarse: Cupdn cero (el emprés-
tito dura un Unico periodo y el precio de compra se calcula por descuento), Amortizaciones pe-
riédicas (en cada periodo se rescatan una parte del valor nominal del titulo) y Pago integro al
final del plazo (se rescatan el 100% del valor del titulo en el tltimo periodo).

f)  Modalidades de emision: pueden emitirse:

1- Al valor nominal o a la par.
2- Aunvalor inferior 0_bajo la par.
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3- Aun valor superior o sobre la par.
Estas modalidades dan lugar a la fijacion de distintas tasas efectivas que pueden diferir de
la tasa facial o nominal.

7.3. Simbologia

V- = valor nominal del empreéstito

N = cantidad de titulos emitidos

¢ = valor nominal de cada titulo =>Nc =V,

V' = valor efectivo del empréstito

e = precio de emision =>Ne =V

p = prima de emisibon =>p=c-e

o = cuota periddica total del servicio de interés mas amortizacion
L = lote o premio

o’ = o+ L cuota periddica total que incluye lotes

i = tasa nominal del empréstito o tasa facial
i” = tasa efectiva del empréstito en emisién bajo la par

= s

i "= tasa efectiva del empréstito en emision bajo la par y con lotes

Aclaracion: Se llaman empréstitos normales a los que se emiten a la par. El reembolso es
a su valor nominal siendoi=1 =>c=e :>Vm =V 'm

7.4. Empréstitos emitidos por el Sistema Francés
7.4.1. Determinacién del nUmero de titulos (rescate aleatorio)

En rescate aleatorio el ente emisor destinara la amortizacién periddica creciente de titulos
al rescate del 100% de los titulos sorteados. Distinto es en el rescate programado que destina la
amortizacion periddica creciente al rescate de la amortizacion periodica, también creciente, de
todos los titulos emitidos.

7.4.1.1. Rescatados o extinguidos en el primer periodo:

fondo amortizante ~ _t _Vgsy,  Nesg;

' valor nominal de cada titulo ¢ c c
 Ne-l
N1 = NSm:i

N

7.4.1.2. Rescatados o extinguidos en el periodo k:

_ amortizacién real del periodo k _ t, _ t(1+i)" _ N (L+ i)
valor nominal de cada titulo ¢ c '

O bien N, =Ns_. A+i)**

N,

7.4.1.3. Rescatados o extinqguidos en los primeros k periodos:

NS =N, +N,+..+ N =N+ N @)+ Ny @) = NI+ @+ i)+ (@+0) ]

NE = leﬂ:i

e _ -1
Nk B Nsm:isﬂ:i
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7.4.1.4. Vivos o en circulacién después de transcurridos k periodos:

Ny =N-N¢=N(-ss,)

Ejemplo:

Considerando un empréstito de $10.000.000.- emitido por Sistema Francés, en titulos de
$500.- al 7% semestral y a 10 afios, determinar el nimero de titulos:

a) Rescata- | N; = Nsﬁ = 20.0000’—2)7 = 487,86
dos en el ler. ' 1077 -1
Periodo | [\, =487 titulos
-1 s\ k-1 0’07 9
b) Rescata- | N, =Ns_ (1+i)"" =20.000———1,07" =896,91
dos en el 10° ' L -1
periodo | 1896 < N, <897 titulos
c) Rescata- e Nele 0,07 1,07°-1
primeros
periodos 6.740 < N, < 6.741 titulos
10
d) Vivos N, =N-N;=N- Nsﬁsﬂi = 20.000(1— 0’907 107 1j =13.259,51
después del o 1077 -1 0,07
10° periodo

13.259 < N;; <13.260 titulos

7.4.2. Probabilidades aplicadas a empréstitos (rescate aleatorio)

Definicion clasica de Probabilidad de un evento de un hecho aleatorio:

Probabilidad de un evento en su suceso aleatorio =

N° de casos favorables al evento

N° de casos posibles al suceso aleatorio

7.4.2.1.Probabilidad de que un titulo sea rescatado en el primer periodo:

_ cantidad de titulos rescatados en el primer periodo _ N, _ Ns;.

Py

N :Sﬁ\:i

cantidad de titulos emitidos N

7.4.2.2. Probabilidad de que un titulo sea rescatado en el periodo k:

_ cantidad de titulos rescatados en el per. k N, ~ N @+i)**  Nsg (1+i)"

V)

7.4.2.3. Probabilidad de que un titulo sea rescatado en los primeros k periodos:

cantidad de titulos emitidos N N

sﬁll @+i)<*

P2,k

-1
— NIS _ Nsm:isﬂ:i e !
N N nki~kli

7.4.2.4. Probabilidad de gue un titulo esté en circulaciéon después de transcurridos k pe-

riodos:
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Ny Ne . Nsis. -
=—k=1- =1-—K =1 W ] _glg
p(k+1,k+2 ..... n) N p(l,Z,...k) N N nli "kl
Ejemplo:
Siguiendo con el empréstito del ejemplo, calcular la probabilidad de que un titulo:
a) sea rescatado L 0,07
; =s, =———=|0,0244
en el ler. Periodo | Pu= Sy, 1071
b) sea rescatado en _ ke 0,07
el 10° periodo | Pu =S50+ )" = 107° _11’ 07° =|0,0448
C) sea rescatado en 007 107°_-1
los 10 primeros Paz k= Sﬁﬁsﬂi =— ' =10,3370
periodos 1077 -1 0,07
d) esté con Vida 0 07 1 0710 _1
despues del 10° Pocsiksz,.n =1= Pz, k) :1_%13@ =l-—7>; , =10,6630
periodo 1,077 -1 0,07

7.4.3. Calculo de la tasa efectiva del empréstito (TIR)

El principal problema que se presenta cuando un empréstito se emite bajo la par es deter-
minar la tasa efectiva del mismo o tasa TIR (Ver Capitulo V). El célculo se realiza separada-
mente desde el punto de vista del:

1- ente emisor

2- tenedor o suscriptor del titulo

Se procede de esta forma por el hecho de que el ente emisor conoce desde el momento de
la emision cdmo evolucionara el empréstito en cada periodo.

En cambio, en el caso de rescate aleatorio, si bien el suscriptor conoce los intereses que
va a percibir por cada cupon y el importe del reembolso, desconoce en qué momento su titulo
saldra sorteado o licitado.

7.43.1.

7.4.3.1.1. Empréstitos emitidos a la par

Para el ente emisor

En este caso la tasa nominal o facial enunciada es la tasa efectiva TIR del empréstito. Re-

cordando que la cuota que destina el ente emisor es |& :Vmaﬂ donde i es la tasa efectiva.

7.4.3.1.2. Empréstitos emitidos bajo la par

Cuando los titulos se emiten bajo la par al ente emisor del empréstito le resulta una tasa
efectiva mayor a la tasa nominal ya que por cada titulo recibe un valor menor al valor escrito o
nominal y en el momento del rescate deberad abonar el valor nominal. La cuota calculada sobre

el valor nominal del empréstito (Vﬂ) y a la tasa nominal i “conocida” es, también, la cuota cal-

culada sobre el valor efectivo (Vm') a la tasa efectiva de costo i’ (TIR) para el emisor. Igualando
y despejando:
_ -1
a=Viay,

IRVIDRE!
2 _Vmam:i'
4\ ol

Voag, =Voa,
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-1 -1
NCam:i - Neaﬂ:i'

C_4  _al . . . . - —
Eam:i = a..|aplicando tanteo financiero e interpolacion lineal resulta

7.4.3.1.3. Empréstitos emitidos bajo la par y con lotes

En este caso al ente emisor le resulta una tasa efectiva de costo (i”’ o tasa TIR) atn mayor
que la tasa efectiva de emision bajo la par (i’) ya que en el momento del rescate existen algunos
titulos que presentan premios o lotes. Surge entonces la cuota que incluye los lotes que se sim-
boliza o’=a+L y despejando a=a’-L

_ 1
_ E‘—Vmam;i
a=a-L=Voa, -L
ni nti

Vma% :leaﬁi" —L reemplazandopor V., =Nc 'y V' =Ne ydespejando

Calculando i ** por tanteo financiero e interpolacion lineal resulta

Ejemplo:

Considerando un empréstito emitido por el Sistema Francés, de $10.000.000.- a cancelar
en 10 afios con cuotas semestrales y al 7% semestral y siendo $500.- el valor nominal de cada
titulo calcular la tasa TIR si la emision se realiza:

a) a la par li=i'=0,07 semestral|

b) Bajo la par, sien- o

dl el ’precif de emi- | & = gaﬁ = jgg xl_(i’ 8;_20 =0,099152 por tanteo e int. lineal
sion '

e = $476.- li'=0,076417 semestral|

c) Bajo la par y con L 7 20.

ossendo | 3= g Tt Ne Zgg " 1—2’ 87‘20 20 0%8240176 = 0101253
e=$476.- y ’ '

1.=$20.000.- (*) por tanteo e interpolacion lineal i"=0,079208 semestral

(*) se abona un lote de $1.000.- a cada uno de los primeros 20 titulos rescatados.

7.4.3.2. Para el suscriptor o tenedor del titulo

Al existir dos formas de rescate (aleatorio y cierto) de los titulos se calcula la tasa efectiva
en cada caso.

7.4.3.2.1. Rescate aleatorio (sorteo o licitacion)

El célculo de la tasa efectiva se realiza bajo el concepto de la tasa Tir. Se desarrolla a
través de ejemplos.

Suponiendo que un inversor adquiere un titulo cuyo valor nominal es de $2.000.- en
$1.800.- y que el empréstito paga una tasa nominal del 10% anual durante 4 afios, determinar la
tasa TIR para el inversor suponiendo que el titulo se rescata en el:
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a) primer periodo
b) segundo periodo
c) k-ésimo periodo

a) El titulo se rescata por sorteo o licitacion en el primer periodo:

Datos:
¢=2.000.-
€=1.800.-
i=0,10 anual
k=1
momento momento
de emisién de rescate
| |
0 1
-1.800 Imterés = 200
Amortizacion = 2.000
Total =2.200
0=-1.800+-22%
1+Tir
2200 _fTir = 0,222222 anuall

1.800=———
1+Tir

b) El titulo se rescata por sorteo o licitacidn en el segundo periodo:

Datos:
c=2.000.-
e=1.800.-
i=0,10 anual
k=2
momento momento
de emisién de rescate
| | I
0 1 2
-1.300 Interés=200 Interes = 200
Amortizacion = 2.000
Total =2.200
0=-1.800+ 200_ + 2'2(_)0
1+Tir  (1+Tir)?
Haciendo un cambio de variable X = LI y aplicando la resolvente de una ecuacion

cuadratica se llega a que

1+Tir
[Tir = 0,162492 anual

c) El titulo se rescata por sorteo o licitacién en el k-ésimo periodo (generalizacién)

Datos:
¢=2.000.-
£=1.800.-
i=0,10 anual

Rescate en el k-ésimo periodo
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momento momento
de emisién de rescate
| | I /) |
0 1 2 k
-1.800 Interés=200 Interés=200 Interés = 200

Amortizacidén =2.000
Total =2.200

0=_1800+ 200 200 200 2000

1.800 =200.a, _+2.000(L+Tir)™

La tasa Tir se calcula aplicando tanteo financiero. (La Tir buscada es aquella que iguala el
segundo miembro a 1.800.-). En férmulas: e=la, +C(l+Tir)™

7.4.3.2.2. Rescate cierto o programado

La determinacion de la tasa efectiva para el suscriptor o tenedor del titulo se realiza calcu-
lando la tasa Tir de acuerdo con las condiciones de emision del empréstito. En la ecuacion fi-
nanciera el precio de emision (momento 0) o precio de compra (momento k, posterior a la emi-
sion) del titulo debe igualarse a la suma de los flujos de renta y amortizacion periddicos (cuota
constante o del sistema Francés) actualizados al momento calculatorio.

Al momento inicial (siendo e el precio de emisién al momento 0):
O:—e+t1+|1+ t,+1, t,+1, _
1+Tir  (1+Tir)? (L+Tir)"

e+ aaﬂ:Tir

Al momento calculatorio k (siendo e el precio de compra al momento k):

t ., +1 t.,+1 t+1
—_ (k)+ k+1 -k+l+ k+2 . k+22 n . nn_k :_e(k)+aam.-|—-r
1+Tir  (@+Tir) (@+Tir) e
Ejemplo:

Suponiendo un titulo de valor nominal $10.000.- correspondiente a un empréstito emitido
por el sistema Francés a 4 afios y a la tasa del 4% anual, determinar la tasa TIR anual para el
tenedor del titulo si fue adquirido a $9.800.- en el momento de la emision.

Sabiendo que la cuota constante que cobra el tenedor de un titulo es:

0,04

a=V-a*, =10.000x———=$2.754,90
nl” ki 1— 04—4

2.754,90 275490 2.754,90 2.754,90
1+Tir  @A+Tir)>  (@+Tir)®>  @+Tir)*
L 2.754,90
aTir 9,800

ITIR=0,048626 anual|

0=-9.800+

=0,281112  aplicando tanteo financiero

7.4.4. Vidade un titulo de renta (Rescate aleatorio)

Al ser los titulos rescatados por sorteo o licitacion no se conoce, con exactitud, cuanto
tiempo estaran en circulacion y por lo tanto cudl sera la vida de los mismos. Esto dificulta la
estimacion del tiempo en que el tenedor del mismo ha de percibir los servicios de intereses co-
mo asi también el momento de rescate del titulo.
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Se simboliza con mg) al namero de periodos que debe transcurrir desde el momento cal-
culatorio k hasta el momento en que el titulo es rescatado.

Momento momento momento momento
d= emision calculatorio estmado fmal
0 k it k) M

Existen distintos métodos para calcular la vida de un titulo. Algunos se basan en probabi-
lidades (Vida Probable), otros en promedios ponderados de periodos y en cuénto viviran todos
los titulos en conjunto (Vida Media) y otros que tienen mayor base financiera y operan con
equivalencia suponiendo un momento de rescate integro equivalente al de los rescates periodi-
cos (Vida Matematica).

Se estudiara:
a) Vida Probable (s6lo su definicion)
b) Vida Media (s6lo su definicion)
c) Vida Matematica

7.4.4.1. Vida Probable

Definicion: La Vida Probable es el namero de periodos que debe transcurrir para que el
namero de titulos en circulacion, al momento calculatorio, quede reducido a la mitad.

Es importante aclarar que cuando el momento calculatorio es el momento de emision la
Vida Probable coincide con el Periodo Medio de Reembolso.

Graficamente:

momento momento momento momento
de emizion calculatorio estimado fmal
x
}n—i
| | I |
0 k ktmgy n
vV, V- . i
Tm = “2* parak =0 Tm =5 Periodo Medio de Reembolso

7.4.4.2. Vida Media

Definicién: La Vida Media es el nimero de periodos que en promedio vivira cada titulo si
los periodos que viviran todos los titulos en conjunto, se repartieran en partes iguales entre los
titulos en circulacién al momento calculatorio (es un promedio ponderado).

Se calcula del siguiente cociente:

_— ndmero de periodos que viviran todos los titulos vivos al momento k
‘k) ndmero de titulos en circulacién al momento k

Graficamente

momente moments momeante momente
d= emizion calculatorio estimado fmal
Nipsr Nis Ny
| i | | | I |
0 ' o o Y = o kg 7
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Para calcular el numerador de la Vida Media se construye el siguiente cuadro:

Periodo Cada titulo que se rescata | Todos los titulos que se rescatan
en este periodo vivira en este periodo viviran
k+1 1 periodo 1. Nk+1 periodos
k+2 2 periodos 2 . Nk«+2 periodos
....... |
n (n-k) periodos (n-K) Nn periodos

— IN,,, +2N, , +3N, ;+..+(n=K)N,
(k) N,

7.4.4.3. Vida Matematica

Definicion: La Vida Matematica es el nimero de periodos que debe transcurrir para res-
catar simultaneamente todos los titulos en circulacion en reemplazo de los rescates sucesivos, de
tal manera que, ambas operaciones resulten financieramente equivalentes.

1- Caso mas frecuente (i #i’). En general, la tasa de mercado i’ utilizada para actualizar
los rescates es distinta a la tasa nominal o facial del empréstito i.

a) Hecho real

memento momento SUCEITVOS momento
de emizicn caleulztorio rescates fmal
Lp+p T2 t,
| | I | |
0 Eookrl B2 M
A tk+1 tk+2 tn
Valor presente de los rescates extemporaneos = —- +—==—+...... T
1+i" @+1) @+i)
b) Supuesto de equivalencia
momento momsnto regcate momsnto
de emizicn calculztorio inico fimal
Beop Tl Ty
| | | |
0 k ktman M
i k+1 tk+2 SRR + tn
Valor presente del rescate Unico = iy
+1'

Igualando el valor presente de los rescates extemporaneos y el valor presente del rescate
nico se plantea la equivalencia financiera:

t t t tg tt, ..+t .
ol gl n___ — kil __ke? " reemplando las amortizaciones
1+i" (1+1)

+
@+i"™ @+iHm®
periodicas en funcion de ti+1
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t, t,@0+i) t,, @+i)" " b b D)+t D) wacan.
1+i' (1+i)? A+i)"™ (1+i)"w
do tx+1 factor comdn en ambos miembros
n—k-1
t 1+i)
1 1+ @+i)y ] ; -+
teo| — et — | = ———(A)
1+i' (1+1) (L+i")" (L+iHm®
Suma de términos de una progresion geométrica
1_(1+_i jnk
1 1+|I _ Sm:i
14it 4 141 @+i)m®
1+
L+i)"  —@+i)™™
1 @Q+i)™ S o
— n Al | f
T T 1 i) simplificando
1+i'
@+ @+ s
A+i)" (@ '-1) (L+i)"®
A+ -+, . S
- X = (l —|)_—'Ik
L+i)" (L+i")"w
)"k S
1_(1+-—I)4< =(i-i)—"ki__  dividiendo ambos miembros por (1+i)"
(L+i")" (L+iHm®
—
1 1 — (i |_i) mil

(1+i)n7k - (1+i')n7k (1+i')m(k)(1+i)n—k

En el primer miembro se suma y resta 1 y en el segundo miembro se reemplaza:

S— .
mil
(L+i)" Por &g,

SN S Y TR S B T = T
[1 (1+i-)n—k ] [1 (1+i)n—k ]_I I)(1+i|)m(k)

i n—(n-k H\—(n—k R a'n—k:i
[1-(@+i) 0 ] [1-(@+i) >]=(u—u)ﬁ

En el primer miembro se multiplica y divide el minuendo por i’ y el sustraendo, por i

i'{l—(1+i')(nk) }_i{l—(lﬂ)("k) } _(=hay,
T

i (L+i)"®

S ()L
| am:i'_lam:i - (1+iu)m(k)

(- aryg,

I aﬂ!:i‘ - Ia’ﬂ\:i

1+i)"® = aplicando log
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— |Og ':(I - i)a'ﬂh ] B |Og I:I 'am:i' B iaﬂ\:i ]
) log(1+i')

2- Ejemplo:
Calcular la vida matematica al momento 7 de un titulo emitido a 16 semestres, a la tasa

semestral del 5% semestral considerando una tasa de mercado del 6% semestral.

" _log| (i-i)a -, |-log|i'a, —ia, |
0 log(L+i")
o[ (0,06-0, 05)ay,; |~log| 0,06xay, , ~0,05xay, |
o= logl,06
] e o o
log| (0,06—0,08) 2222 | _jog| 0,061~ 1% " g g51=105"
0,05 0,06 0,05
My =——
logl,06

M, =95,13082 semestres

3- Caso particular (i=1)
En la formula anterior se presenta una indeterminacion. Reemplazando en (A)

— 1 — Sﬁ’:i a\m(k) _ Sﬁy;i (1+|) .
(n k)1+i_(1+i)'”(k) @+i) _—(n—k) aplicando log

B log[ s, (L+i) ]~ log(n—k)
- log(1+i)

7.4.5. Nuda Propiedad y Usufructo de un Empréstito a VValor de Mercado

El valor de mercado de un empréstito (V'm) puede expresarse como la suma de todas las
cuotas actualizadas a la tasa de mercado i” al momento de emision.

n
Vo= a_'.za_'+ a_'2+ ...... + a_ln
=@+ 1+t (@+i) @+i"
A O PR A S t+1, t, t, I I, I,

o= — —Z 4. 42 44— 4142 4 40
A4t @A+ @L+i)" 1+i" (@+i")? @L+i)" 1+i" (@+i)? (L+i)"

" I " :
Donde Vo= — + S
d é(m'y §(1+1'y
Nuda Usufructo
Propiedad

Definicion: La Nuda Propiedad de un empréstito al momento de emision es la suma de las
amortizaciones reales futuras actualizadas al momento 0.

Definicion: EI Usufructo de un empréstito al momento de emision es la suma de los inte-
reses futuros actualizados al momento 0.
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La tasa de actualizacién i’ es un dato y puede coincidir (caso poco frecuente) con la tasa
nominal del empréstito. Es una tasa de mercado, que corresponde a operaciones similares (de
similar riesgo) vigentes en el mercado. Si el empréstito fue emitido a largo plazo se utiliza una
tasa de operaciones a largo plazo. Si fue emitido a corto plazo se utiliza una tasa de corto plazo.

Aclaracion: Las férmulas de nuda propiedad y usufructo no se desarrollan para el emprés-
tito total (ente emisor) pero si para un titulo de renta (tenedor de un titulo): primero en el caso
de Rescate Aleatorio (sorteo o licitacion) y luego para Rescate Cierto o Programado.

7.4.6. Nuda Propiedad, Usufructo vy Valor Real de un titulo de renta
7.4.6.1. Rescate Aleatorio

Se recuerda que, en rescate aleatorio el tenedor del titulo cobra los intereses periddicos
(renta) sobre el valor nominal mientras el titulo esté vivo, y en el momento en que sale sorteado
o licitado cobra, ademas, el 100% del valor nominal (amortizacion).

7.4.6.1.1. Nuda Propiedad de un titulo de renta

Definicion: La Nuda Propiedad de un titulo de renta es la suma de las amortizaciones
reales futuras actualizadas al momento calculatorio.

En el caso de rescate aleatorio, la nuda propiedad es el valor actualizado (al momento
calculatorio) del 100% del valor nominal del titulo que recibira el tenedor cuando sea rescatado
(sorteado o licitado). Al desconocer el momento de rescate del titulo, para actualizar el valor
nominal del mismo es necesario operar con valores estimativos de su vida siendo el mas correc-
to, financieramente, el de la vida matematica.

a) Caso particular (i =i’) En este caso la tasa nominal que paga el titulo coincide (caso
poco probable) con la tasa de actualizacion.

NPy, = c(@+i) "

donde c es el valor nominal del titulo, mg la vida matematica e i la tasa nominal o facial
del empréstito.

b) Caso més frecuente o general (i # i’): Normalmente la tasa nominal o facial que abona
el titulo es distinta de la tasa de mercado.

NPy =C@+i) ™

donde c es el valor nominal del titulo, my la vida matemética e i’ la tasa de mercado vi-
gente para operaciones de similar riesgo.

7.4.6.1.2. Usufructo de un titulo de renta

Definicion: El Usufructo de un titulo de renta es la suma de los intereses futuros actuali-
zados al momento calculatorio.

Para el rescate aleatorio, el usufructo resulta ser el valor de una renta inmediata de cuota
constante c.i cuya temporalidad es la vida estimada del titulo (se utiliza la vida matematica).

a) Caso particular (i =1)

_ i)~ Mo
Ugy = C 8, = m[%} =c—c+i)™

b) Caso mas frecuente (i # i)

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzéalez 271



Capitulo VII — Empréstitos y Obligaciones Negociables

u

0 = Claasy

7.4.6.1.3. Valor Real de un titulo de renta

Definicion: El Valor Real de un titulo de renta es la suma de la nuda propiedad y el usu-
fructo.

a) Caso particular (i= i"). En este caso, la tasa nominal que paga el titulo coincide (caso
poco probable) con la tasa de actualizacion.

Coy = c(l+ i)_m“’ +Cc—c(l+ i)_m“)
Nuda P. Usufructo

Cu) =C|  Seconcluye que, el valor real del titulo coincide con su valor nominal.

b) Caso mas frecuente (i # 1’)

_ i N\ M) i
Coo =C(L+1) +eia .

7.4.6.1.4. Ejemplo

Se sabe que un titulo emitido a 16 semestres, a la tasa nominal del 5% semestral, tiene
una vida matematica al momento 7 igual a 5,13082 semestres. Sabiendo que el valor nominal
del titulo es de $100.- determinar trabajando con una tasa de mercado del 6% semestral:

a) la nuda propiedad
b) el usufructo
c) el valor real del titulo.

Datos:

=100, =0,05, i’=0,06, m=5,13082
a) npe) = 100 x 1,06°130%82 =
b) ugr) = 100 x 0,05 x (1-1,06°*¢2 )/0,06 =
¢) ¢ = 74,16 + 21,53 = 95,69

7.4.6.2. Rescate Cierto o Programado

En este caso el tenedor del titulo cobrara los flujos de renta y amortizacién periédicamen-
te, en forma programada, es decir, bajo las condiciones de emision del empréstito (sistema
Francés). Para calcular el usufructo y la nuda propiedad cada flujo se actualizara al momento
calculatorio y a la tasa de mercado vigente.

7.4.6.2.1. Nuda Propiedad de un titulo de renta

Definicién: La Nuda Propiedad de un titulo de renta es la suma de las amortizaciones
reales futuras actualizadas al momento calculatorio.

En el caso de rescate cierto la nuda propiedad es la suma de las amortizaciones reales pe-
riddicas y crecientes (calculadas por sistema Francés) que recibira el tenedor del titulo, en forma
programada, al momento calculatorio k.

t

k+1 tk+2 tn
+ ot = :
1+i (L+10)? @+i)™™ Z(1+i)J

Parai=i|np,, =
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t t t,
Parai#i’'|npy, =—4= + 24+ = -
F0 WP =1 A+i")? (1+|)"k ,Z(1+|)J

7.4.6.2.2. Usufructo de un titulo de renta

Definicion: El Usufructo de un titulo de renta es la suma de los intereses futuros actuali-
zados al momento calculatorio.

Para el rescate cierto, el usufructo es la suma de los intereses periddicos decrecientes
(calculados por sistema Francés) que recibira el tenedor del titulo, en forma programada, actua-
lizados al momento calculatorio k.

| | n—k
Parai=i" |u,, =KLty k2 4 4 = k)
® 140 @+i)? (1+|)”k ;(1“)1
| | n—k
Parai#i’|u,, =—L 4 k2 4 4 = k+]
P = A+i")? (1+|)nk ;(1“)1

7.4.6.2.3. Valor Real de un titulo de renta

Definicion: El Valor Real de un titulo es la suma de la nuda propiedad y el usufructo cal-
culados al momento k.

Ciy = MNPy U

7.4.6.2.4. Ejemplo

Suponiendo un titulo de valor nominal $10.000.- correspondiente a un empréstito emitido
por el sistema Francés a 4 afios y a la tasa del 4% anual, determinar la nuda propiedad, el usu-
fructo y el valor real del titulo, en caso de rescate programado, considerando una la tasa de mer-
cado del 5% anual:

a) al momento de emision

b) después de transcurridos dos periodos

a) Sabiendo que:

a=Vat =275490 t=—° 2740 535000 luego
neom @+in" 1,04

2.354,90 2.449,10 2.547,06 2.648,94
np(0) - + 2 + 3 + 4
1,05 1,05 1,05 1,05

400 305,80 207,84 105,96
Ug = +——F————+———=/925,04
© 105 105 105 1,05

Ci) = NPy +Uy =8.843,70+925,04 =19.768, 74

=18.843,70

b) Parak =2
2547.06 2.648.94
WPo =705 " 1om

207,84 105,96
Uo) = + 2
1,05 1,05

=14.828,44

=1294,05
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Ciz) = NPz + Uy =4.828,44+294,05=|5.122,49

7.5. Empréstitos emitidos por el Sistema Aleman

7.5.1. Determinacién del nimero de titulos (rescate aleatorio)

En rescate aleatorio, el ente emisor destinara la amortizacion periodica constante de titu-
los al rescate del 100% de los titulos sorteados. Distinto es en el rescate programado, que desti-

na la amortizacion periddica constante al rescate de la amortizacion periddica constante de todos
los titulos emitidos.

7.5.1.1. Rescatados o extinguidos en un periodo cualquiera:

Como en este sistema la amortizacion es constante

N, = amortizacion periddica constante  t
k = = —=

valor nominal de cada titulo c

= ‘a<|3 ‘a<
>

7.5.1.2. Rescatados o0 extinquidos en los primeros k periodos:

N N N
Ne=N, +N, +...4+ N, =—+—+..+—
k 1 2 K n n n
N
n

7.5.1.3. Vivos o en circulacion después de transcurridos k periodos:

NY = N—NE = (n—k) N
n

Ejemplo:

Considerando un empréstito de $10.000.000.- emitido por Sistema Aleman, en titulos de
$500.- al 7% semestral y a 20 semestres, determinar el nimero de titulos:

a) Rescatados en un N 20.000

periodo cualquiera N, = F =70 1.000 titulos

b) Rescatados en los 20.000

5 primeros periodos k — =5X 2—0 =15.000 titulos

c) Vivos después del

5)0 periodo P NIZ =N —Ne N — k—_20 000-5x 202—%00: 15.000 titulos

7.5.2. Probabilidades aplicadas a empréstitos (Rescate aleatorio)

7.5.2.1. Probabilidad de que un titulo sea rescatado en un periodo cualquiera:

La probabilidad es constante en todos los periodos:
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N (1

_ cantidad de titulos rescatados en el periodok N 3
nN [n

Ny
P cantidad de titulos emitidos N

7.5.2.2. Probabilidad de gue un titulo sea rescatado en los primeros k periodos:
_NE KN KN (K

P o] =N “Nn [n

7.5.2.3. Probabilidad de gue un titulo esté en circulacién después de transcurridos k

periodos:
N, kK [n-—k
Pistkez,..n N Pa2s.k) n 0
Ejemplo:
Siguiendo con el empréstito del ejemplo, calcular la probabilidad de que un titulo:
a) sea rescatado 1 1
en un periodo Py = T 0,05
cualquiera
b) sea rescatado
en los 5 primeros Paa. = 0 = 20 =10,25
periodos
C) esté con vida k 5
después del 5° Pusikez,.ny = 1- Paa.ky = 1-—=1-—=|0,75
: n 20
periodo

7.5.3. Calculo de la tasa efectiva del empréstito

Nuevamente se analizara, separadamente, para el emisor del empréstito y luego para el
tenedor del titulo.

7.5.3.1. Para el ente emisor

7.5.3.1.1. Empréstitos emitidos a la par.

En la emision a la par la tasa nominal es la tasa efectiva del empréstito.

7.5.3.1.2. Empréstitos emitidos bajo la par.

Cuando el empréstito se emite bajo la par al ente emisor le resulta una tasa efectiva mayor
a la tasa nominal ya que por cada titulo recibe un valor de emision (e) menor al valor nominal
(e<c). Sin embargo, en el momento del rescate debera abonar el valor nominal (c).

Para calcular tasa efectiva se deben calcular todas las cuotas y actualizarlas al momento
inicial igualandolas al valor efectivo del empréstito. La tasa efectiva no es mas que la Tasa In-
terna de Retorno (i°) de la siguiente ecuacién (ahora las cuotas son variables y decrecientes).

O=—V7'+L1_+ a_z2+ ...... +—% o bien
"ol (0 @+i")"

V{:L{+ a?2+ ...... +

"ol (40 @+i")"
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Para encontrar la i’ se aplica tanteo financiero e interpolacion lineal.
siendo o =t[1+ (n—k +1)i] y V,=Ne

7.5.3.1.3. Empréstitos emitidos bajo la par vy con lotes.

En el caso en que existen lotes, la suma destinada a lotes debe sumarse a cada cuota y
calcularse asi, la tasa Tir que incluye lotes que se simboliza i :

oa+L a,+L o, +L

7+ H H 2+ + s mn
SN N (R @+i"

Ejemplo:

Considerando un empréstito emitido por el Sistema Aleman, de $10.000.000.- a cancelar
en 4 semestres, a la tasa nominal del 7% semestral y siendo $500.- el valor nominal de cada
titulo, calcular la tasa efectiva para el ente emisor si la emision se realiza:

a) a la par i=i"=0,07 semestral

b) Bajo la par, A a, a,

sfendo e preco de | 0= T 1 i @iy

e =$476.- 0:_9.520.0004_3.200.000 3.025.000 2.850.000 2.675.000

— + 4 4 _
1+i (1+i"? (1+i"? (L+i"*
li'=0,092842 semestral|

c) Bajo la par y o+l o, +L a,+L

con lotes siendo 0=-V,+ 14i" +(1+i..)2+ ------ +(1+i..)n
e=%$476.- y
L=$20.000.- (*) 0= -9.520.000+ 3.220.000 3.045.000 2.870.000 2.695.000

R . - .
1 i n (] i ||)2 (1 i ||)3 (] i ||)4

(*) se abona un lote de $1.000.- a cada uno de los primeros 20 titulos rescatados.
Se cumple que

7.5.3.2. Para el suscriptor o tenedor del titulo

Nuevamente, al existir dos formas de rescate (aleatorio y cierto) para su calculo se anali-
zan separadamente cada una de ellas.

7.5.3.2.1. Rescate aleatorio (sorteo o licitacién)

El método para la determinacion de la tasa efectiva es idéntico al caso de la emisidn por
Sistema Francés. El tenedor cobrara en cada periodo y mientras el titulo esté vivo los flujos
periddicos constantes de renta y en el periodo en que se rescata, el flujo de renta y amortizacion
(100% del valor nominal). Ver punto 7.4.3.2.1 de este capitulo.

7.5.3.2.2. Rescate cierto o programado

El precio de emisién (momento 0) o el precio de compra (momento k posterior al de emi-
sion) del titulo debe ser igual a la suma de los flujos de interés y amortizacién (cuotas variables
y decrecientes a; acordes a este sistema) actualizados al momento calculatorio a la tasa Tir.
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Al momento inicial (siendo e el precio de emision al momento 0):

o+ =ty —I
1+Tir  (1+Tir)? (L+Tir)" S (L+Tir)

t+1, N t+1, t+1, Z”:

Al momento calculatorio k siendo ey el precio de compra al momento k:

t+l.,, t+l,, t+1, &
€ + - et =yt )
1+Tir  (1+Tir) (+Tir) = (1+Tir)

Ejemplo:

Suponiendo un titulo de valor nominal $10.000.- correspondiente a un empréstito emitido
por el sistema Aleman a 4 afios y a la tasa del 4% anual, determinar la tasa efectiva anual para el
tenedor del titulo si fue adquirido a $9.800.- en el momento de la emision.

Sabiendo que:

0=-

V.
t _Ya _10.000 =$2.500.—
n
0=-9.800+ 230 | _2800 2.100 2,600 aplicando tanteo financiero

—
14Tir  (L+Tir)>  (L+Tir)*  (1+Tir)
Tir=0,048790 anual|

Si se compara esta Tir con la del ejemplo en sistema Francés, es un poco mayor debido a
que el inversor cobra antes los servicios de amortizacion.

7.5.4. Vidas de un titulo de renta (Rescate aleatorio)

Se estudiara:
a) Vida Probable
b) Vida Media
¢) Vida Matematica

7.5.4.1. Vida Probable

Definicién: La Vida Probable es el nimero de periodos que debe transcurrir para que el
namero de titulos en circulacién al momento calculatorio quede reducido a la mitad.

Es importante aclarar que cuando el momento calculatorio es el momento de emision, la
Vida Probable coincide con el Periodo Medio de Reembolso.

Graficamente:

momento momento momente momente
d= emision calculatorio estmado fmazl
I_J'
n-i
0 k kt+m (k) ¥

Siendo la amortizacién (y el nimero de titulos rescatados) en cada periodo constante:

v (n—k)
_ o _ o _
Tm = n2 - t.m(k) —tT simplificando t:

m, . =

n-—k
G

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzalez 277



Capitulo VII — Empréstitos y Obligaciones Negociables

Si k=0 — m,, =

) (Periodo Medio de Reembolso)

NS

75.4.2. Vida Media

Definicion: La Vida Media es el nimero de periodos que en promedio vivira cada titulo si
los periodos que viviran todos en conjunto, se repartieran en partes iguales entre los titulos en
circulacion al momento calculatorio (es un promedio ponderado).

Se calcula como el siguiente cociente:

_— ndmero de periodos que viviran todos los titulos vivos al momento k
(*) nimero de titulos en circulacién al momento k

Gréaficamente:

momente IOmEnto IMOmEnto IMOomento
de emision calculatorio estimado fmazl
Nn Nmn Nn
| | | | I |
0 E k+Hl k2 kﬂn(k) n

En este sistema el nimero de titulos rescatados en todos los periodos es constante e igual
a N/n. Por lo tanto:

] Cada titulo que se rescata | Todos los titulos que se rescatan
Periodo . ! . L
en este periodo vivira en este periodo viviran
k+1 1 periodo 1. % periodos
k+2 2 periodos 2. % periodos
. N p
n (n-K) periodos (n-k) " periodos
Entonces:
NN Ny +(n—k)E E[1+2+3+...+(n—k)]
m.. =N n n n_mn
() N N
(n—k)— (n—k)—
n n

En el corchete del numerador se observa la suma de términos de una progresion aritméti-
ca que es la semisuma del primer mas el Gltimo término multiplicada por el niimero de términos,
es decir,

1+(n-k
S ] e

m. .=
(n—k) )

My =

7.5.4.3. Vida Matematica
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Definicion: La Vida Matematica es el nimero de periodos que debe transcurrir para res-
catar simultaneamente todos los titulos en circulacion en reemplazo de los rescates sucesivos de
tal manera que ambas operaciones resulten financieramente equivalentes.

1- Caso mas frecuente (i # i'). En general, la tasa i” 0 tasa de mercado vigente (dato), para ope-
raciones de similar riesgo, es distinta a la tasa nominal del empréstito.

a) Hecho real

momento IMOomento SUCEITVOS momento
de emision calculatorio rescates fmal
B
- t t Tt
0 k Bl kt2 n

t t

, t
Valor presente de los rescates extemporaneos = —— +———+....+ ————
1+i' (@+1) @+i"
Valor presente de los rescates extemporaneos =ta_—, .
b) Supuesto de equivalencia
momento momentoe rezcate momento
de emisicn caleulztorio nico fmal
t+t+ _ _+t=(nk)t
_ L | |
0 k kg M

+t+...+t (n—K)t
A+i)™o (L+if)"w

L t
Valor presente del rescates unico =

Igualando el valor presente de los rescates extemporaneos y el valor presente del rescate
Unico se plantea la equidad financiera:

o e
' (1+| ) 0 a-m:i.

_log(n—k)—loga_—..
- log(1+i")

Ejemplo:

Calcular la vida matematica al momento 7, de un empréstito emitido a 16 semestres, a la
tasa semestral del 5% semestral considerando una tasa de mercado del 6% semestral.

_log[(n-K)]-log[a;, ] 10g[(16-7)]-log[a |

® log(1+i") log1,06
-9
log9-log (1_()1(?5}
m — 1
@ log1,06

M, =4,806219 semestres
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En el sistema Aleman la vida matematica de un titulo de renta es menor que en el sistema
Francés porque las amortizaciones son constantes (lo mismo sucede con el periodo medio de
reembolso).

2- Caso particular (i =i’)

En este caso se reemplaza la i’ por la i en la férmula anterior:

_log(n—k)—loga_—.
- log(1+1)

7.5.5. Nuda Propiedad y Usufructo de un Empréstito a VValor de Mercado.

El valor de mercado de un empréstito (V'm) al momento de emision puede expresarse
como la suma de todas las cuotas actualizadas a la tasa de mercado i” al momento O.

- - g 2 a, a,
= — = + + . +
ml J-Z:;‘(1+i')’ 1+i' (1+i)° @+i)"

Lttt t+1, t t t I, l, I,
=T =+ b b S b
1+i" (@+1) @+t 1+it @+i) @+in" 1+t @+ @+i"

. t n I N 1 c I
Vm_z(1+i')j+z(1+i')j _tz(1+i')"+z(1+i')"

=1 =1 =1 =1

. noo
Donde V', = ta,. -+ ]Z:;(H’i.)j

Nuda Propiedad Usufructo

Definicién: La Nuda Propiedad de un empréstito al momento de emision es la suma de las
amortizaciones reales futuras constantes actualizadas al momento 0.

Definicién: EI Usufructo de un empréstito al momento de emision es la suma de los inte-
reses futuros actualizados al momento 0.

La tasa de actualizacién i’ es un dato y puede coincidir (caso poco frecuente) con la tasa
nominal del empréstito. Es una tasa de mercado, que corresponde a operaciones similares (de
similar riesgo) vigentes en el mercado. Si el empréstito fue emitido a largo plazo se utiliza una
tasa de operaciones a largo plazo. Si fue emitido a corto plazo se utiliza una tasa de corto plazo.

Las férmulas no se desarrollan para el empréstito total (ente emisor) pero si para un titulo
de renta (tenedor de un titulo), primero en el caso de Rescate Aleatorio (sorteo o licitacion) y
luego para Rescate Cierto o Programado.

7.5.6. Nuda Propiedad, Usufructo y Valor Real de un titulo de renta (para el tenedor

del titulo)
7.5.6.1. Rescate Aleatorio

Este tema no depende del sistema en el que el empréstito se emite sino de la forma en que
los titulos se rescatan. El tenedor del titulo cobrara los flujos de renta sobre el valor nominal del
titulo, mientras esté vivo y, en el momento del rescate cobrara, ademas, el 100% de su valor
nominal. Por lo tanto coincide con lo visto para Sistema Francés (7.4.6.1. Nuda Propiedad, Usu-
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fructo, Valor Real y Ejemplo de un titulo de renta). Lo que cambia es el valor de la Vida Mate-
matica, ahora calculada para el sistema Aleman.

7.5.6.1.1. Nuda Propiedad de un titulo de renta

Definicion: La Nuda Propiedad de un titulo de renta es la suma de las amortizaciones
reales futuras actualizadas al momento calculatorio.

En el caso de rescate aleatorio la nuda propiedad es el valor actualizado (al momento cal-
culatorio) del 100% del valor nominal del titulo que recibird el tenedor cuando sea rescatado
(sorteado o licitado). Al desconocer el momento de rescate del titulo, para actualizar el valor
nominal del mismo se hace necesario operar con valores estimativos de su vida siendo el mas
correcto, financieramente, el de la vida matematica calculada por el sistema que corresponda, en
este caso, sistema Aleman.

a) Caso particular (i = i’) En este caso la tasa nominal que paga el titulo coincide (caso
poco probable) con la tasa de actualizacion o de mercado.

NPy, = C(L+i) ™

donde c es el valor nominal del titulo, my la vida matematica e i la tasa nominal o facial del
empréstito.

b) Caso mas frecuente (i # i’): Normalmente, la tasa nominal o facial que abona el titulo
es distinta de la tasa de mercado.

NPy =C+i) ™

donde c es el valor nominal del titulo, my la vida matematica e i’ la tasa de mercado vi-
gente para operaciones de similar riesgo.
7.5.6.1.2. Usufructo de un titulo de renta

Definicion: El Usufructo de un titulo de renta es la suma de los intereses futuros actuali-
zados al momento calculatorio.

El usufructo es el valor actualizado, al momento calculatorio, de los intereses que recibira
el tenedor del titulo mientras el titulo esta en circulacion. Para el rescate aleatorio el usufructo
resulta ser el valor de una renta inmediata de cuota c.i cuya temporalidad es la vida estimada
(vida matematica).

a) Caso particular (i=1")

1-(@+i) ™™
i

— 1 — —r_ RO
Ugy = Claggy, =Cl. =c—Cc(l+1)

b) Caso mas frecuente o general (i #1’)

Ugoy = C-as

7.5.6.1.3. Valor Real de un titulo de renta

Definicion: El Valor Real de un titulo es la suma de la nuda propiedad y el usufructo.

a) Caso particular (i =1i"). En este caso coincide la tasa nominal que paga el titulo coin-
cide (caso poco probable) con la tasa de actualizacion.
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Chy =CA+I) ™ +c—c(l+i) "

Nuda Propiedad Usufructo

Ck) =C|  Se concluye que el valor real del titulo coincide con su valor nominal.

b) Caso mas frecuente (1 #1’)

— i Mo i
Ciy =C(A+1) +Cia gy

7.5.6.1.4. Ejemplo

Se sabe que en un empréstito emitido a 16 semestres la tasa nominal del 5% semestral
tiene una vida matematica al momento 7 igual a 4,806219 semestres. Sabiendo que el valor
nominal del titulo es de $100.- determinar trabajando con una tasa de mercado del 6% semes-
tral:

a) la nuda propiedad
b) el usufructo
c) el valor real del titulo.

Datos:
=100, i=0,05, i'=0,06, m)=4,806219
a) Npp) = 100 x 1,0678%6%9 =
b) U =100 x 0,05 X (11,0652 )/0,06 =
¢) ¢ = 75,57 + 20,35 =(95,92

Aclaracién: Para rescate aleatorio s6lo cambia el valor de la vida matematica del titulo
(calculada, ahora, para el sistema Aleman) que lleva a distintos valores del usufructo, nuda pro-
piedad y valor real del titulo.

7.5.6.2. Rescate Cierto o Programado

En este caso el tenedor del titulo cobrara los cupones de renta y amortizacién periddica-
mente, en forma programada (condiciones de emisién del empréstito) bajo el sistema Aleman.

7.5.6.2.1. Nuda Propiedad de un titulo de renta

Definicién: La Nuda Propiedad de un titulo de renta es la suma de las amortizaciones
reales periddicas y constantes actualizadas al momento calculatorio.

En el caso de rescate cierto la nuda propiedad es la suma de las amortizaciones reales pe-
riddicas constantes (calculadas por sistema Aleman) que recibira el tenedor del titulo, en forma
programada, actualizadas al momento calculatorio k.
t t t

—t———t.t—=ta
1+i @+i) @+i)"k K

Parai=1" |np, =

t t t

Parai#i’|np,, = + .o+ =ta—_,
p(k) 1+i' (1+i|)2 (l+ i -)n—k n—kli

7.5.6.2.2. Usufructo de un titulo de renta

Definicion: El Usufructo de un titulo de renta es la suma de los intereses futuros actuali-
zados al momento calculatorio.
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En el caso de rescate cierto, el usufructo es la suma de los intereses periddicos que recibird
el tenedor del titulo (calculados por sistema Alemén), en forma programada, actualizados al mo-
mento calculatorio k.

.., | | n—k
Parai=i U.. = kel | kv2 4 k+]j
O 14 @+i)? (1+|)" k ,Z(1+|)J

n—k
Ik+1 I

Parai#i’ LS I LS ]
1+i' (1+i)? (l+|)nk JZ:(lJrl)J

Uy =

7.5.6.2.3. Valor Real de un titulo de renta

Definicion: El Valor Real de un titulo de renta es la suma de la nuda propiedad y el usu-
fructo calculados al momento calculatorio k.

Cio = Py + Yy

7.5.6.2.4. Ejemplo

Suponiendo un titulo de $10.000.- de valor nominal, correspondiente a un empreéstito emi-
tido por el sistema Aleméan a 4 afios y a la tasa del 4% anual, determinar la nuda propiedad, el
usufructo y el valor real del titulo, en caso de rescate programado y considerando una tasa de
mercado del 5% anual (el tenedor tiene el titulo hasta que el mismo expira):

a) al momento de emision

b) después de transcurridos 2 periodos.

a) Sabiendo que:

Vv :
t:_mzlo.‘(l)oo —2500.-yque I, =ti(n—k+1) luego
n

2500 2500 2500 2500
Mo =05 Lozt Lo " Logr = 2000 ~[B86488

10.000x0, 04 7.500x0,04 5.000x0,04 2.500x0,04
u(0) - 2 + 3 + 4
1,05 1,05 1,05 1,05

400+ 300 N 200 N 100 _ 908.10

u =
©~7105 1,05 1,05 1,05

Coy =NPyo) +U) =8.864,88+908,10=[9.772,98

b) Para k=2
NPy = 2 500 2 509 =2.500a;, . =[4.648,53
1 1,05 1 05
200 100

U, =——— + ——_—[28118
@71,05 1,05

Cay = NPz + Uz, =4.648,53+281,18=4.929,71

7.6. Paridad

La Paridad de un titulo se define como la relacién o cociente entre su precio de mercado y
su valor técnico al momento de la valuacion.
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Valor de mercado
Valor técnico

Paridad =

El numerador es el valor que tiene el titulo en las colocaciones de mercado abierto o pre-
cio de cotizacion.

El denominador es el valor residual del titulo mas los intereses devengados. Es el valor
que el titulo tiene de acuerdo a las condiciones de emision y se forma con el capital pendiente de
pago mas los intereses devengados, a ese momento, y aun no percibidos.

Si la Paridad es:

a) >1 el titulo cotiza sobre la par
b) =1 el titulo cotiza a la par
c) <1 eltitulo cotiza bajo la par

Ejemplo:

Suponiendo un titulo de valor residual $100.- que abona un interés del 3% cuatrimestral
el 08/03, 08/07 y 08/11 de cada afio y siendo el valor de mercado de hoy, 08/10, a $94.-, deter-
minar, utilizando afio comercial:

a) El valor técnico del titulo:

Valor técnico =Valor Residual + Intereses corridos =100 +100x0, O3x% =1102,25

b) La Paridad del titulo:

. Valor de mercado 94 .
Paridad = = = -0,9193 bajo la par
Valor técnico 102,25 - (b par)

7.7. Aplicacion

En esta unidad se desarrollara como aplicacion la emision de empréstitos y obligaciones
negociables cuya forma de amortizacidn es en un s6lo pago (cupon cero o bullet) o en forma
periddica. Dentro de estos Ultimos estan los ya estudiados en este capitulo y, particularmente,
amortizados por sistema Francés y Sistema Aleman.

Deseo mencionar que durante el cursado de la Maestria en Finanzas en la UNR tuve de
profesor al Dr. Guillermo Lopez Dumrauf en la materia Analisis Cuantitativo de Bonos quien
amplié mis conocimientos sobre el tema que aplicaba en mi préactica profesional en un Agente
de Bolsa de primera linea de nuestra ciudad (ver bibliografia).

En el Consejo Profesional de Ciencias Econdmicas, ya hace unos afios, dicté varios cur-
sos sobre “Funciones Financieras con Excel” en los cuales se utilizaba dicho software con apli-
cacion de varias de las funciones financieras predeterminadas: VAN, VAN.NO.PER, TIR, TIR.
NO.PER, TIR MODIFICADA, DURATION, DURATION MODIF. Incluiré conceptos y apli-
caciones de dichas funciones.

En el Capitulo V, cuando se estudiaron Inversiones, se presentaron inversiones bursatiles
y en este capitulo se profundizaréa su estudio.

Como ya se menciond al inicio de este capitulo, los gobiernos y las empresas necesitan
dinero para financiar sus proyectos de inversién y satisfacer sus necesidades de liquidez. Para
ello toman dinero prestado de inversores mediante la emision de empréstitos y obligaciones
negociables cuyo monto de emision se encuentra dividido en bonos, titulos u obligaciones.

Si el ente emisor de la deuda es un gobierno nacional, provincial o municipal reciben el
nombre de Empréstitos. Si el ente emisor es una empresa privada, una fundacién o una asocia-
cion reciben el nombre de Obligaciones Negociables.

Un bono es entonces un préstamo de dinero que se le hace a un gobierno o empresa pri-
vada recibiendo a cambio una serie de pagos (puede ser uno s6lo) en concepto de intereses y
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devolucion del préstamo. Es un certificado de deuda, una promesa de pago futura documentada
segun las condiciones de emision del mismo.

En el prospecto de emision del titulo figuran tanto las condiciones de emision (fecha de
emision, fecha de vencimiento, plazo, periodo de gracia, emisor, valor nominal del empréstito y
de cada titulo, tasa de interés, precio de emisién, moneda de emisién, monto de emisién, cro-
nograma de pago de cupones de amortizacién, garantias) como asi también las entidades que
intervendran en su negociacion en el mercado secundario sobre todo en cuanto a qué plazas
intervendran y bajo qué modalidades.

Las condiciones de emision son:

Fecha de emision: es la fecha a partir de la cual tiene vigencia el instrumento de
deuda u obligacion.

Fecha de vencimiento: es el momento en que se extingue la obligacion.

Plazo: es el tiempo de vida o madurez de la obligacion.

Periodo de gracia: es el periodo en el cual el bono no devenga cupones de amortiza-
cion.

Emisor: pablico (empréstito) o privado (obligacién negociable)

Valor nominal (V.N.): técnicamente es el monto de la deuda originalmente emitida.
También es el valor que aparece en cada lamina del bono y se amortiza durante su
vida. Este valor lo fija el ente emisor.

Cupdn: es el monto que recibira el inversor en concepto de intereses y/o amortiza-
cion.

Tasa del cupdn: es la tasa nominal o facial que se compromete a abonar el emisor del
titulo como retribucion del capital adeudado.

Precio de emisidn: es el precio de colocacion del bono. Puede ser a la par (a su valor
nominal), bajo la par (por debajo de su valor nominal) o sobre la par (por encima de
de su valor nominal).

Moneda de emisidn: puede ser en moneda nacional o extranjera (normalmente déla-
res estadounidenses o euros).

Monto de la emisidn: es el dinero que el emisor recibe de los inversionistas.
Cronograma de pago de cupones de amortizaciones: es la forma en que el emisor re-
integraréa el capital (puede ser en un Gnico pago o con pagos periodicos).

Garantias: Los bonos pueden o no estar respaldados por garantia, depende del presti-
gio del emisor.

Tipos de bonos

a) Bono cupdn Cero:

Son titulos en los gque el emisor se compromete a abonar el interés y el capital al venci-
miento y de una sola vez. No se abonan cupones periddicos de interés. Estos bonos se emiten a
“descuento”, es decir, su precio se determina descontando su Valor Nominal. La tasa de interés
que paga el emisor queda implicita en el precio al que se emite el bono. Graficamente

V.. 100.-

"

Precio de Compra =

(1+ﬂ§)”

Ejemplo:
Considerando un titulo de valor nominal $100.- con vencimiento a 1 afio y tasa de interés
implicita (TIR) igual al 28% determinar precio de emision.
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V.N. 100
(1+TIR)" 128

Precio de Compra = 78,125

b) Bono bullet
Son titulos en los que el emisor abona periédicamente sélo intereses y la amortizacion es
integra al vencimiento (VN=100). Graficamente

Precio de Compra=1l.a,__ +V.N.(1+TIR)™

Ejemplo:

Determinar el precio de compra de un bono bullet de valor nominal $100.- emiti-
do a 4 afios con pago de cupones anuales al 15% anual y con un rendimiento efectivo
del 28% anual (TIR).

Precio de Compra=1l.a__ +V.N.(1+TIR)™" =15a, , +100x1,28™

1-1,28"

Precio de Compra =15 +100x1,28* =33,62+37,25=|70,87

¢) Bono con pago periddico de interés y de capital

En este caso el emisor abona periddicamente interés o/y amortizacion. Graficamente

| | | | | | | | |
1] H

Inmt Imt + Int Int + Int Imt + Inmt Inmt +
[.—m:urr] l:.-ur_un ] [.—m:urr ] [.—h:l:urr.]

_ 0 Int. + Amort,
Precio de Compra= Y ———1
< (1+TIR)’

Dentro de estos titulos se encuentran los emitidos por sistema Francés y sistema Aleman.

Ejemplo:

Determinar el precio de compra de un bono de valor nominal $100.- emitido a 4 afios con
pago de cupones anuales al 15% anual, con amortizacién anual del 25% de su valor nominal y
rendimiento efectivo del 28% anual (TIR).

El interés que el bono paga periédicamente se calcula sobre el valor residual (deuda sub-
sistente) en cada periodo considerado.

i n Int. + Amort.
Precio de Compra= Y ———1

= (L+TIR)
Precio de Compra = (100x0,151) +25 (75x0,152) +25 (50x0,152 +25 (25x0,152 +25
1,28 1,28 1,28 1,28

40 +36,25 32,50 28,75

>+ T+ - =31,25+22,13+15,50+10,71=|79,59
1,28 1,28° 128 128

Precio de Compra =
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Definiciones:

Valor Residual: es el valor de capital del titulo que ain no ha sido devuelto por el emisor.
Se dice también que es el valor nominal no amortizado. En los bonos que amortizan el 100% de
su valor al vencimiento, el valor residual es el valor nominal. Si el bono se amortiza periodica-
mente el valor residual ir4 disminuyendo durante la vida del bono en la forma que lo establezcan
las condiciones de emision. Por ejemplo, si un bono de V.N. = 100 abona la amortizacién en 5
cuotas del 20% de su valor nominal, luego de abonado su primer cupdn de amortizacion el valor
residual sera 80, luego del segundo cupdn serd 60 y asi sucesivamente.

Valor Técnico: como se definio en este capitulo el valor técnico es el valor residual del ti-
tulo mas los intereses corridos o devengados pero aun no cobrados. (Ver punto 7.6. de ese Capi-
tulo).

Suponiendo que un titulo de valor residual $100.- (en este caso coincide con su valor no-
minal) abona un interés del 3% cuatrimestral el 08/03, 08/07 y 08/11 de cada afio. Siendo hoy
8/10 determinar su valor técnico, utilizando afio comercial:

Valor técnico =Valor Residual + Intereses corridos =100 +100x0,03x%

=100 +100x0, 03X% =102,25

Valor de Paridad: como se definié en esta unidad la paridad de un titulo es la relacion
entre su cotizacién y su valor técnico. (Ver punto 7.6. de este Capitulo)

Siendo el valor de mercado (cotizacion), 08/10 de $94.- determinar la paridad del titulo
del ejemplo anterior:

. Valor de mercado 94 .
Paridad = = = -0,9193 bajo la par
Valor técnico 102,25 - (baj par)

Siendo:  Paridad =1 el titulo cotiza a la Par
Paridad < 1 el titulo cotiza bajo la Par
Paridad > 1 el titulo cotiza sobre la Par

Riesgos asociados a la inversién de bonos:

Toda inversidn implica riesgos que el inversor debe evaluar en el momento de realizarla.
Normalmente el valor de un bono esta dado por su rendimiento, su plazo y su riesgo. Se men-
cionan alguno de ellos:

a) Riesgo de tasa de interés: cuando las tasas de mercado varian los precios de los bonos tam-
bién lo hacen pero en sentido contrario. Si sube la tasa pasiva de los bancos los inversores que
poseen bonos de menor rendimiento los venden y se vuelcan a esa tasa bancaria. Al aumentar la
oferta de ese bono baja el precio del mismo y el rendimiento se incrementa buscando “el precio
de equilibrio de un mercado eficiente”.

b) Riesgo de re-inversion: es el riesgo de no poder reinvertir los cupones que el bono paga a la
tasa TIR. Los bonos cup6n cero no presentan este riesgo. Si existe riesgo de re inversion los
bonos que presentan cupones de mayor cuantia al inicio son los mas riesgosos para una misma
vida. Asi, los bullet seran menos riesgosos, los de sistema Francés lo serdn mas y los del sistema
Aleman mas adn.

c) Riesgo de los bonos con opciones: algunos bonos se emiten con clausulas opcionales para el
emisor como para el inversor, a saber:

e Riesgo de rescate anticipado: es la clausula que posee el emisor de rescatar parcial o
totalmente la deuda antes de llegar al vencimiento. Estos bonos poseen una prima den-
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tro de la tasa de interés porque el inversor exige un mayor rendimiento ante la posibi-
lidad de ver cortado su plazo de inversion.

e Opciodn de venta anticipada: otorga al inversor el derecho de vendérselo al emisor en
fechas establecidas en las condiciones de emision del titulo.

e Opciodn de conversién en acciones: otorga al inversor el derecho a convertir las obliga-
ciones negociables en acciones de la compafiia emisora fijandose fechas y primas de-
terminadas en las condiciones de emision.

d) Riesgo de inflacién: todos los bonos estan expuestos a este riesgo. De alli que muchos inver-
sores elijan invertir en bonos emitidos en moneda extranjera (délar estadounidense o euro) o
ajustados por inflacion (coeficiente C.E.R.).

e) Riesgo de devaluacion: los titulos emitidos en paises emergentes presentan mayores riesgos
de devaluacion.

f) Riesgo del emisor: el mayor riesgo de un bono esta dado por la cesacién de pagos por parte
del emisor también llamado “default”. Se refiere a la incertidumbre de pago de los cupones de
renta y renta y amortizacion. Para los titulos publicos este riesgo estaria dado principalmente
por el riesgo pais. Para los titulos privados estaria dado por la situacion econémica y politica del
pais como asi también por la situacion de la industria y de la empresa en si misma. Existen
agencias de crédito (Ilamadas Calificadoras de Riesgo) que califican a las empresas asignando-
les una calificacion crediticia: AAA (mejor calificacion), AA, A, BBB, BB, B... Esta califica-
cion es clave para que las empresas puedan acceder al mercado de capitales ya sea local como
internacional.

g) Riesgo de liquidez: el riesgo consiste en que las posibilidades de vender el titulo en el merca-
do secundario y antes de su vencimiento sean limitadas.

h) Riesgo Pais: mide el “grado de incumplimiento” en que se encuentra el pais para abonar deu-
das adquiridas. Depende de varios indicadores: econémicos (tasa de inflacion, politicas fiscales,
crecimiento del PBI, déficit fiscal, balanzas de pagos, etc.) e historial de incumplimientos inter-
nos y externos, riesgo cambiario, situacion politico econdmica, indicadores sociales (tasa de
desempleo, nivel de ingreso per capita, etc.). Este riesgo se mide como la sobretasa que deben
pagar los bonos de un pais por el nivel de riesgo que los mismos incluyen respecto de los bonos
del gobierno de los EEUU a 10 afios que se consideran bonos libres de riesgo, y son tomados
como base. Se expresa en puntos basicos: por cada 100 puntos basicos se toma un 1% de sobre-
tasa. El riesgo pais calcula el riesgo que representa a los inversores extranjeros prestarle el dine-
ro al pais en cuestion.

Medidas de rendimiento en la inversion de un bono

Tasa Interna de Retorno: es la tasa que iguala el precio de cotizacién del bono con la
suma de los valores actuales de los flujos futuros.

. L n F.
Precio de Cotizacién :Z—’J
= (1+TIR)

Si la TIR es igual a la tasa nominal que paga el bono se dice que cotiza a la par.
Si la TIR es mayor a la tasa hominal que paga el bono se dice que cotiza bajo la par.
Si la TIR es menor a la tasa hominal que paga el bono se dice que cotiza sobre la par.

Rendimiento del cupdn corriente: Es el porcentaje que representan los intereses del cu-
pon vigente en su valor de mercado o precio.

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzalez 288



Capitulo VII — Empréstitos y Obligaciones Negociables

I, del cupon corriente o
- 0
Precio del bono

Rendimiento corriente =

Recordar que la cotizacion del bono depende de la TIR y a mayor TIR menor cotizacion
del bono. El rendimiento corriente representa el retorno del cup6n de intereses, dado por la tasa
facial o nominal del bono. Entonces:

Si un titulo cotiza a la par entonces la TIR es igual al rendimiento corriente.
Si un titulo cotiza bajo la par entonces la TIR sera mayor que el rendimiento corriente.
Si un titulo cotiza sobre la par entonces la TIR serd menor que el rendimiento corriente.

Ejemplo:

Considerando el bono bullet (15% anual durante 4 afios y 100% de la amortizacion al fi-
nal del cuarto afo), calcular el rendimiento corriente del primer cupon. Precio = 70,87

1&;7 % =(2L17%

Rendimiento corriente =

En este ejemplo se observa que la TIR> Rendimiento corriente ya que el bono co-
tiza bajo la par.

Rendimiento de ganancias de capital: es la variacion porcentual anual del precio del
bono con respecto a su valor al final del afio anterior.

- . : Precio del bono, - Precio del bono,
Rendimiento de ganancias de capital = %

Precio del bono,

Ejemplo:

Considerando el bono bullet (15% anual durante 4 afios y 100% de la amortizacion al fi-
nal del cuarto afio), calcular el rendimiento de ganancias de capital.
Para encontrar este rendimiento se debe calcular el precio del bono a la tasa TIR del 28%
pero un afio después:
. 1-1,287 3
Precio de Compra :15W +100x1, 28 =28,03+47,68=|75,71

Entonces:

- . ) Precio del bono,,, - Precio del bono,
Rendimiento de ganancias de capital = %

Precio del bono,

.. . . 75,71-70,87 4.84
Rendimiento de ganancias de capital = — % =—"-"%= -6,830/
g P 7087 7087 °

Observacion:

En este punto se puede calcular la TIR como la suma del rendimiento corriente mas el
rendimiento de ganancia de capital.

TIR = Rendimiento corriente + Rendimiento de ganancias de capital

En nuestro ejemplo:

TIR =21,17% + 6,83% = 28%
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Aclaracién:

Para calcular el rendimiento efectivo de un titulo se deberian tener en cuenta los costos
de transaccion que el inversor debe afrontar al momento de realizar la inversién. Se mencionan
los principales de los gastos y comisiones:

e Gastos de compra y venta: Representan las comisiones de los agentes de bolsa que rea-
lizan la transaccion. Son porcentuales con un valor minimo.

e Gastos de custodia y mantenimiento: es una comision por las cuentas de inversion.
Normalmente es un monto fijo.

e Gastos de pago de Interés y Amortizacién: la cobra el agente por su gestion en el pago
de los cupones. Es porcentual con un valor minimo.

e Derechos de Bolsa y Mercados: son impuestos que deben pagarse para poder realizar la
transaccion.

e Impuestos: son los que establece el gobierno de cada pais sobre este tipo de inversiones.

Evolucién del precio del bono hasta su vencimiento

En el siguiente grafico se observa cémo el precio de un bono se mueve hacia su Valor
Nominal (tiende a su cotizacion a la par) a medida que se acerca a su fecha de vencimiento. Esto
se debe a que cada vez es menor el tiempo de actualizacion.

Precio®

106 sobre la par

100 VN

Tiempo al vencimiento

Recordar que:

Si TIR> Rendimiento corriente hay ganancia de capital (bono bajo la par)

Si TIR< Rendimiento corriente hay pérdida de capital (bono sobre la par)

Si TIR = Rendimiento corriente no hay ganancia ni pérdida de capital (bono a la par).

Modalidad del titulo otorgado:

a) Carturales: el titulo es una lamina fisica con un cuerpo principal con las condiciones
de emisién y un cuerpo secundario que contiene cupones de interés o de interés y amortizacion
que pueden separarse del cuerpo principal de la lamina. Al comprar un titulo se le entrega al
inversor la lamina fisica correspondiente y en las fechas de vencimiento de cada cupdn el inver-
sor se debe presentar con el cupén al agente de pago para hacer efectivo el cobro. Por los eleva-
dos costos de la impresion de las ldminas y la tecnologia actual esta modalidad ha sido reem-
plazada por la siguiente modalidad.

b) Escriturales: el titulo no posee laminas fisicas sino que se registran en los agentes de
pago correspondientes (Agentes de Bolsa y Caja de Valores). El registro es electrénico por mo-
tivos de seguridad y comodidad. Caja de Valores es la entidad que se encarga de custodiar los
depdsitos colectivos de los valores que se operan en los mercados asociados.

Cada agente de bolsa (en una de estas empresas de primera linea de la ciudad de Rosario
desempefié mi actividad profesional durante 16 afios) posee una cuenta comitente en Caja de
Valores S.A. y a su vez, cada comitente o inversor posee una sub-cuenta comitente dentro de la
cuenta del agente. Solo se transfiere la custodia de los titulos, no su propiedad ni su uso. Duran-
te esos afios mi trabajo estadistico financiero era formar carteras dptimas de inversion maximi-
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zando el rendimiento (a través de la tasa de interés instantanea diaria implicita en los subyacen-
tes integrantes de la cartera) y minimizar el riesgo (medido a través de la volatilidad historica de
la cartera que no es mas que el desvio estandar de los subyacentes que la integran).

Medidas de volatilidad en el precio de un bono

En este punto se estudiara la volatilidad teérica de un bono de renta fija. Esta volatilidad
es la variacion que se produce en el precio del bono de renta fija al cambiar la TIR requerida. Es
importante poder determinar cuan sensible es el precio del bono frente a cambios de la TIR.

Los factores que mas afectan la volatilidad de un titulo son: el plazo de vencimiento, el
tamafio de los cupones y la frecuencia de pago de los mismos. La influencia de estos factores,
ceteris paribus, son:

¢ A mayor plazo de vencimiento del bono mayor volatilidad (valor tiempo del dinero)

e A mayor tamafio del cup6n menor volatilidad (como ejemplo se considera un bono cu-
pon cero a 1 afio y otro a 25 afios. El de 25 afios tendré cupon mayor porque tiene mas
intereses pero al actualizarlo su volatilidad sera menor)

o A mayor frecuencia de los cupones menor volatilidad (si el bono tiene amortizaciones
subperiddicas, menos incidira el valor tiempo en los cupones finales)

Duration

Duration de Macauley es el plazo promedio ponderado de los cupones generados por un
bono donde las ponderaciones son los valores presentes de los cupones.

Se recuerda que para el calculo de una media o promedio ponderado en el denominador
se calcula la suma de las ponderaciones y dicha suma (suma de los cupones actualizados), en
este caso, es el precio del bono.

iit- Zn:Vanr resente del cupdn, .t
Suration— A TIR) 5 P pon; . 4
- Precio ~ Precio

F; valor del j-ésimo cupon
t; tiempo al vencimiento del j-ésimo cupon
Cotizacion: Precio del bono

La Duration es una medida de madurez o vida del bono y también una medida de riesgo.

Ejemplo:

Determinar la duration de un bono bullet de valor nominal $100.- emitido a 4 afios
con pago de cupones anuales al 15% anual y con un rendimiento efectivo (TIR) del 28%
anual.

TIR= 0,28 Anual

tj Fj Fj act. | Fj act x tj
A .(3) (4)
1 15 11,72 11,72 =11,72x1
2 15 9,16 18,32 =9,16x 2
3 15 7,15 21,45 =7,15x3
4 115 42,84 171,36 =42,84x4
70,87 222,85
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Duration = % =3,1446 afios = |3 afios y 52 dias

En el caso particular en que se calcula la duration para un bono cup6n cero existe un uni-
co cupon (V.N.) cuyo valor presente es su precio y por lo tanto su duration coincide con el tiem-
po hasta su vencimiento. Asi

N V.N.

. . (1+TIR)' Precio

Duration bono cup6n cero = : =n —=n
Precio Precio

Duration Modificada (DM)

Duration modificada es una medida de volatilidad o riesgo. Es la variacion porcentual
que se produce en el precio del bono por cada incremento del 1% de la T.1.R.

Algunos autores la llaman “sensibilidad” y permite estimar la variacion del precio de un
bono ante variaciones de la tasa de interés de mercado.

Duration

Duration Modificada =———
(1+T.1.R.)

Observar que la DM es negativa porque es la derivada primera del precio del bono res-
pecto de latasa TIR y como (1+TIR) estéa en el denominador tiene exponente -1.

Se calcula la DM para distintas variaciones porcentuales de TIR en nuestro ejemplo

3,1446
1,28

Duration Modificada =— -2,46

Este resultado implica que si la TIR se incrementara unl1% el precio del bono disminuiria
un 2,46%. En el siguiente cuadro se presenta en la primera columna la variacién porcentual de
la TIR y en la segunda columna la variacién porcentual del precio del bono (recordar que en
nuestro ejemplo la TIR es del 28%).

Var % Variacion %
enlaTIR en el precio

1% (29%) |-2,46% =-2,46x1% |sila TIR sube un 1% el precio del bono bajara un 2,46%
2% (30%) | -4,92% =-2,46x2% |sila TIR sube un 2% el precio del bono bajara un 4,92%

-1% (27%) | 2,46% =2,46x1% si la TIR baja un 1% el precio del bono subira un 2,46%
-2% (26%) | 4,92% =2,46x2% si la TIR baja un 2% el precio del bono subira un 4,92%

En el caso particular en que se calcula la duration modificada para un bono cup6n cero:

Duration Modificada bono cupon cero=—————
(1+T.I.R.)

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzéalez 292



Capitulo VII — Empréstitos y Obligaciones Negociables

Convexity

Cuando la variacion en TIR es muy grande, la Duracion y la Duracion Modificada no son
buenos estimadores del nuevo precio del bono. Esto se debe a que el precio del bono no varia
linealmente (recta) con la variacion de la TIR sino que varia en forma cuadratica (parabola). La
Convexity es la segunda derivada del precio respecto de la TIR y estima mejor la variacion del
precio del bono para variaciones grandes de la TIR.

En el siguiente gréfico se representa la estimacion del precio de un bono ante variaciones
de la TIR en funcion de la duration y de la convexity.

Estimacion del precio de un bono ante variaciones de la TIR

segun la Duration y la Convexity

Precio 4
del bone
140 | u".“ ———— Duration
130 | ".‘-. seenennn Convexiy
120 |
110 |
100 |
90 _||
80 |
70 [
Nt >
5% 4% -3% -2% 1% 0% 1% 2% 3% 4% 5% Variacion TIR

En el eje de abscisas se observa la variacion porcentual de la TIR y en el eje vertical el
Precio del bono. Se ha mencionado ya, que a mayor precio del bono menor serd su rentabilidad.
Y al revés, a menor precio del bono mayor seré su rentabilidad.

La duracion (recta) asume que la variacién porcentual en el precio es siempre la misma
ante un cambio del 1% de la TIR. La convexidad (curva) tiene en cuenta que el cambio en el
precio no es constante ante variaciones de la TIR. Es evidente que el precio no cambia en la
misma proporcion si su rentabilidad varia del 0 al 1% que si varia del 4 al 5% (aunque la varia-
cién porcentual siga siendo del 1%). Esto es lo que tiene en cuenta la convexidad, captura el
cambio del precio del bono para variaciones grandes de la TIR.

Observando el gréfico anterior desde 0% en la variacion de la TIR hacia lado derecho, an-
te una suba porcentual de la TIR, por ejemplo 5%, la duracién estima un precio menor del bono
que la convexity, se puede decir que sobrestima la baja del precio del bono. Por el contrario,
observando el grafico desde 0% hacia la izquierda ante una baja porcentual de la tasa TIR la
duracion estima una suba menor en el precio del bono que la convexity, se puede decir que sub-
estima la suba en el precio del bono.

Su formula es:
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t+)—— y t (t. +1) Valor presente del cupén.
. Z s TIR) 24D valorp pon,
Convexity Simple = = -
(1 T|Rj m.m.Precio (1 T|Rj m.m.Precio
m m

donde m es la frecuencia de actualizacion (para cupon anual m=1)

Convexity Simple
2

Convexity =

Ejemplo:

Calcular la Convexity y la Convexity Simple para nuestro ejemplo. En el cuadro de calcu-
lo de la Duration:

TIR = 0,28 Anual
tj Fj Fjact. |Fjactxtjx(tj+1)
(1) (2) .3) .(4)
1 15 11,72 23,44 = 11,72x1x2
2 15 9,16 54,96 = 9,16x2x3
3 15 7,15 85,80 = 7,15x3x4
4 115 42,84 856,80 = 42,84x4x5
70,87 1021,00
t.(t. +1)Valor presente del cupdn.
. ,Z_;“(’ ) P PO 1 1021,00
Convexity Simple = > - = >
1 T|Rj m.m.Precio (1+0,28)° 70,87
+ -
m
Convexity Simple =8,7944]
Convexity = 8,7944 =4,3971

En el caso particular de un bono cup6n cero en el calculo la convexity desaparece la su-

matoria del numerador porgue s6lo existe un Gnico cupdn y el valor presente del mismo coinci-
de con su precio. Entonces:

Convexity Simple bono cupdn cero = n(n+1) Convexity bono cup6n cero = n(n+1)

(L+TIR)’ 2(L+TIRY’

Teniendo en cuenta la Duration Modificada y la Convexity se puede calcular mejor la va-
riacion porcentual en el precio del un bono en funcién de la variacién porcentual de la TIR.

Variacion % precio del bono = Duration Modificada x Var%TIR + Convexity x(Var%TIR)2
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Considerando un incremento del 2% en la TIR, determinar la variacion porcentual
del precio del bono en nuestro ejemplo:

Variacion % precio del bono = 2,46 x 2% + 4,3971 x 2%’ = —4,92%+ 0,18% = |—-4,74%

Si la TIR aumentara un 2% el precio del bono bajaria un 4,74%. Se observa que an-
te un aumento de la TIR de un 2% (de 28% a 30%) la duration modificada estima una
baja mayor en el precio del bono (de 70,87 a 67,38) que si en la estimacion se incluye la
convexity (de 70,87 a 67,51). Si se calculara la variacién real del precio se veria que es
mas cercana a la estimacion que incluye la convexity.

Es mas, a mayores variaciones porcentuales de la TIR las diferencias en la estima-
cion del precio del bono respecto de la variacién real de su precio son ain mayores si no
se tiene en cuenta la convexity. (ver gréfico).

Tasa spot y tasa forward

La no disponibilidad de dinero implica la necesidad de definir el costo del dinero a través
de una tasa de interés. Ese costo depende del plazo del préstamo que otorga el prestamista o
acreedor al prestatario o deudor. Este riesgo o incertidumbre se ve reflejado en la tasa de interés:
a mayor plazo de devolucién mayor tasa de interés (haciendo la aclaracion que el crecimiento de
la tasa de interés es desacelerado a medida que aumenta el plazo).

En el caso de los bonos de renta fija se observa una estrecha relacion entre el precio y la
tasa de interés (TIR). A su vez, la tasa de interés depende del plazo del bono y a esta relacion
entre la tasa y el tiempo se la conoce como “estructura temporal de la tasa de interés”.

Considerando el eje temporal: | | |
0 d M

Se define:
* |a tasa spot (contado) como la tasa de interés que paga el mercado desde hoy y hasta el
vencimiento de la obligacion. Representa la rentabilidad asociada a un bono cupén cero, sin

pagos intermedios. Se simboliza oij (pudiendo tomar j cualquier vencimiento)
* la tasa forward (futura) como la tasa de interés que paga el mercado desde un periodo
futuro “d” y hasta el vencimiento “n” de la obligacion. Se simboliza ¢ fi

Para calcular la tasa forward del periodo “d” hasta el “n” (d f, ) se toma la tasa spot des-

de el momento O por “d” afios ( iy )y la tasa spot desde el momento 0 por “n” aios (i, )y
luego se despeja:

(1+ Oin)n =1+, )d 1+, 1, )n_d

Observacion:

La tasa spot vigente en los n periodos puede considerarse como una tasa media entre la
tasa spot por d periodos y la tasa forward por n-d periodos, en régimen de interés compuesto
cuando se particiona el tiempo (capitulo | - Tasa media o tasa promedio).

Ejemplo:
Si la tasa de contado un bono cup6n 0 a un afio es del 15% anual y a dos afios es
del 18% anual determinar la tasa a futuro anual implicita para el segundo afio.

(L oiy ) =(L4 0y ) (L4, F,)" 118=1,15x(1+, f,) [, f,=0,2108 anual
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7.8. EJERCITACION CAPITULO VII

1- 1. La nuda propiedad de un titulo de un empréstito emitido por el sistema francés bajo la par
y sin lotes calculada en el momento de la emision es $49,79986235 y su vida matematica es
11,0704277 periodos. Sabiendo que el valor nominal del titulo de $100.- determinar la tasa
efectiva del empréstito.

1. Si en el mismo ejemplo que se analiza el Usufructo del titulo calculado en el momento

inicial es de $ 38,6154905 Cual es la tasa nominal del empréstito?

1) npg, =c(1+i") ™ 49,79986235=100x(1+i) ™" |i'=0,065
-11,0704277
) ug =ci a—, 38,6154905=100 i —1616225

2- Se
emite un empréstito de $50.000.- dividido en titulos de $100.- cada uno por el sistema Francés
en 40 periodos al 9% cuatrimestral. Transcurrido 8 cuatrimestres se modifica la tasa incremen-
tandola en medio punto y el tiempo se prorroga en 11 cuatrimestres. Determinar:

a) la nueva cuota
b) el nimero de titulos en circulacién al momento de la modificacion (no tener en cuenta los
sobrantes).

_ -40
a) V. =aa. 50.000=¢ =109 o =4.647,98
Vo = v 464708175097 _ 46 368
m—aamj T , 0.09 = . -
, , _ ., 1-1,095*% ,
Vg =a'ag, . 48.368 = oo~ = 4.689,66
50.000 0,09 1-1,09°¢
b) NV =N(1-s3s, )= 1-—> ! = 1483 0 484
) Ny =N{1-sise) 100 ( 1-1,09% 0,09 J

3-  Se emite un empréstito de $10.000.000.- dividido en titulos de $500.- de valor nominal a la
tasa del 14% anual nominal reembolsable semestralmente en 10 afios. Determinar:

a) el nimero de titulos rescatados en el primer periodo por el Sistema
al) Francés
a2) Aleman

b) el nimero de titulos rescatados en el sexto periodo por el Sistema
b1) Francés
b2) Aleman

c) el nimero de titulos rescatados en los 8 primeros periodos por el Sistema
cl) Francés
c2) Aleman
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10,000,000 0,07
' e =[487
500 1,077 -1 487

N _20.000
az) N1=F:2—0:1.000

a,) N, =Ns_ .=

0,07

-1 k=1
bl) NG = Nszi (1+ |) _ZOOOOWT_]_

N _ 20.000
b,) Ny === ==[L000

=N 5, =20.000 09729 1 15 055 05009
¢;) Ng =Ns_.s,.= 0.0001 07 1 007 5.005 0 5.006

c,) NS = k%z&%: 8.000

1,07°=|684 0 685

Una entidad emite un empréstito por sistema Francés de $20.000.000.- cuya lamina es de
$1.000.- a amortizar en 10 afios con cuotas bimestrales a la tasa del 5% bimestral. Si en el
sorteo bimestral se incluyen lotes por $5.000.- ($1.000.- en cada uno de los cinco primeros
titulos recatados) calcular la tasa efectiva que incluye lotes para el ente emisor sabiendo que
el precio de emision es de $926.-

a=a+L V'maﬁ" = Vmaﬁi +L N .e.aﬁ:li,, =N .c.aﬁ +L
il Caip b ga 1000 005 5000 oo
Mg ™ Ne nH 926 1-1,05 20.000x926

Tanteo financiero. Obtenemos que
Para i",=0,055 f;,=0,057307 comomidatoes f;, =0,0573199

Para i" =0,056 f; ,=0,058214 comomidatoes f;,=0,0573199

Yaque f;,=0,0573199 estaentre  0,057307 < f;, <0,058214
Interpolacion lineal :

iy — fio
i =it O (i i)
iy = fa
i" 0,055+ 223199 -0.057307 g5 o) |0,055014 mensual|

0,058214 -0,057307

Se emite un empréstito emitido por el sistema Francés de $30.000.000.- en obligaciones de
$1.000.- cada una por el término de 10 afios con el pago de cuotas bimestrales al 3% bimes-
tral. El rescate es aleatorio y se distribuyen, en cada periodo, $5.000.- en concepto de lotes
($50.- para c/u de los 100 primeros titulos sorteados). Sabiendo que el precio de emision fue
$926.- determinar

a) la tasa efectiva de emision bajo la par y con lotes que le resulta al ente emisor aplicando
tanteo financiero e interpolacion lineal (error<0,001).
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b) La tasa efectiva para el inversor si el rescate fuera aleatorio y el titulo saliera sorteado en
el segundo periodo y con premio o lote.

Q) a=a+l Via . =Voa+L Nea . =Nca, +L
at — Ea’% +L aﬁl _ 1.000 0,034,0 4 5.000 =0,0392004 = I—m _ f(i")
moe ™ Ne i 926 1-1,03 30.000x926 1-@+i"

Tanteo financiero:
Para i",=0,033 f; ,=0,038486 como midatoes f,, =0,0392004

Para i" =0,034 f; ,=0,039284 comomidatoes f;,=0,0392004
Como f;,=0,0392004 estaentre  0,038486 < f., <0,039284

Interpolacién lineal :

iy — fie
i =it (i i)
f(i"p) B f(i"a)
i" =0,0334 20392004-0038486 (, 3 433, |0,033895 mensual|
0,039284-0,038486

b) 0=-926+ 30 + 1.080 Ilamando con x =

1+TIR  (1+TIR)? 1+TIR
1.080x* +30x-926 =0 resolviendo y tomando la solucion positiva

1
1+TIR

x=0,912178 = ITIR =0,096277 mensual|

6- Se emite un empréstito por el sistema Francés de $1.000.000.- dividido en obligaciones de
$5.000.- a la tasa del 6% trimestral y debiendo amortizarse en 1 afio y medio con el pago de
cuotas trimestrales. Siendo el rescate aleatorio, determinar:

a) El nimero de titulos que estan con vida luego de 4 rescates
b) La probabilidad de que un titulo sea rescatado en el quinto trimestre
c) Idem a) y b) si el empréstito se hubiera emitido por el sistema Aleman.

1.000.000 (1_ 0,06 1-1,06™

a) N/ =N(1-s2
) Ny ( St —M) 5.000 1-1,0° 0,06

NS 0,06
b) p, = s, (1+i) :1_10

j= 74075
1,06 =|0,180992

c) NX =N —EN =N (1—5]=200(1—ﬂj= 66 0 67
n n 6

S|

D= :%: 0,166666

7- Construir el cuadro de amortizacion del ejercicio anterior si la emision es por Sistema:
a) Francés
b) Aleman Rta: Ver cuadros al final del capitulo

8- La vida matematica de un titulo de renta de VN 100.- al momento 0 es 3,43007925 semestres
(emitido por el sistema Francés) y su nuda propiedad es 84,59 determinar:

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzalez 298



Capitulo VII — Empréstitos y Obligaciones Negociables

a) latasa de mercado (i)
b) Si la tasa nominal es del 4% determinar el usufructo del titulo
c) Elvalor real del titulo.

a) NP, =C(1+i")"® 84,59 =100x(L+i) 3* i’ =0,05 semestral
1_1 0573,43007925

b) Uy, =cia i U =100x0,04x

"
Moy [ii

U, =12,33

C) Ci) = NPy +Ug =84,59+12,33=|96,92

9- Considerando un bono de VN = 1.000.- determinar el precio de compra utilizando una TIR
del 15% anual en los siguientes casos y extraer conclusiones:

al) Bono cupon 0 a 2 afios

a2) Bono cupon 0 a 4 afios

b1) Bono bullet con pago de interés del 11% anual a 2 afios

b2) Bono bullet con pago de interés del 11% anual a 4 afios

cl) Bono con pagos periodicos de interés del 11% anual y amortizacion de capital del

50% anual en 2 afios.

c2) Bono con pagos periodicos de interes y amortizacion de capital del 25% anual en 4

anos.

V.N. 1.000

al) Precio= - = == (756,14
(1+TIR) (1+O,15)
a2) Precio = VN = 1.000 7= 571,75

(1+TIR)" (1+0,15)
1-1,15% 1.000

bl) Precio=l.a_ +V.N.1+TIR)™" =110 015 + L1 =178,83+756,14 =|934,97
_ —4
b2) Precio= I.aj_ +V.N.A+TIR)™ =1101 L15 +1'OO4O =314,05+571,75=|885,80
niTIR 0,15 1,15
n Int, + Amort. (1.000x0,11)+500 (500x0,11)+500
c1) Precio= Y — . 1 1)+ +( 2)+
= (+TIR)! 1,15 1,15
Precio= 6101 + 5552 =530,43+419,66 ={950,09
115 115
n Int. + Amort,
c2) Precio= Y ———1
= (1+TIR)!
. (1.000x0,11)+250 (750x0,11)+250 (500%0,11)+250 (250x0,11)+ 250
Precio= : + 5 + s + "
1,15 1,15 1,15 1,15
Precio= 360 + 332,50 305 277,50 =313,04 + 251,42 + 200,54 +158,66 =|923,66

- +
1,15 115° 115 1,15°

Conclusiones: manteniendo constante la TIR

e En los 3 tipos de bonos a mayor plazo menor precio del bono. Esto se debe al mayor
plazo de actualizacion.
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e Considerando el mismo plazo a mayor cantidad de cupones a abonar (de interés y amor-
tizacion constante) mayor precio. Esto se debe a que en el caso del bullet se cobran mas
intereses que en el bono cupdn 0 y en el caso del bono con pagos subperiddicos, ade-

mas, las amortizaciones subperiddicas de capital se cobran antes, actualizandolas por un
plazo menor.

10- Suponiendo un titulo de valor nominal $10.000.- emitido a 4 afios y a la tasa del 12%
anual, determinar el precio del titulo al momento de emisidn si la tasa TIR es del 13%
anual por sistema:

a) Francés
b) Aleméan

a) Sabiendo que la cuota de este sistema es constante:

a=Va’, =10.000x— s ~3292,34
n nil 1_1 12

3.202,34 3.292,34 3.202,34 3.292,34
+ + +

1,13 113 1130 113

Precio =3.292,34a;, . =[$9.792,97

0 =—Precio+

b) Sabiendo que:
\ﬁ ~10.000

t= ————=%$2.500.-
n 4

(0,12x10.000) + 2.500 . (0,12x7.500) + 2.500 N (0,12x5.000) + 2.500 N (0,12x2.500) + 2.500
1+Tir (1+Tir)? (1+Tir)? (1+Tir)*

Precio = 3.700 . 3.40? . 3.10? s 2.805) - [59.802.78
113 113 113 113

0=—Precio+

El precio es mayor en el sistema Aleman que en el sistema Francés debido a que el inversor
cobra servicios de amortizacion mayores anticipadamente.
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C= 203.362,63
Deuda en Amortizacién | Amortizacion Amortizacion Deuda Final | Deuda Final
Periodo titulos Deuda $ Interés Cuota Teobrica tedrica Real en Titulos Real en $ Cuota Real en Titulos en$
1 200,00 1.000.000,00| 60.000,00f 203.362,63| 143.362,63 28,00 140.000,00| 200.000,00 172,00| 860.000,00
2 172,00 860.000,00| 51.600,00| 203.362,63| 151.762,63 31,00 155.000,00| 206.600,00 141,00| 705.000,00
3 141,00 705.000,00| 42.300,00| 203.362,63| 161.062,63 32,00 160.000,00| 202.300,00 109,00| 545.000,00
4 109,00 545.000,00| 32.700,00| 203.362,63| 170.662,63 34,00 170.000,00| 202.700,00 75,00| 375.000,00
5 75,00 375.000,00| 22.500,00| 203.362,63| 180.862,63 36,00 180.000,00| 202.500,00 39,00| 195.000,00
6 39,00 195.000,00| 11.700,00| 203.362,63| 191.662,63 39,00 195.000,00| 206.700,00 0,00 0,00
200,00 1.000.000,00
Sobrantes
Periodo | Acumulados Del periodo Total Interés Total $
1 0 3.362,63 3.362,63 201,76 3.564,39
2 3.564,39 -3.237,37 327,01 19,62 346,64
3 346,64 1.062,63 1.409,26 84,56 1.493,82
4 1.493,82 662,63 2.156,45 129,39 2.285,84
5 2.285,84 862,63 3.148,46 188,91 3.337,37
6 3.337,37 -3.337,37 0,00 0,00 0,00
Ejercicio 7 b) Por sistema Aleman: (los sobrantes no se capitalizan)
t= 166.666,67
Deuda en Amort. Real
Periodo | titulos Deuda $ Interés Cuota Tit. Amort Real $ Deuda Final Tit. | Deuda en $ Cuota Real
1 200,00 1.000.000,00( 60.000,00| 226.666,67 33,00 165.000,00 167,00 | 835.000,00| 225.000,00
2 167,00 835.000,00| 50.100,00| 216.766,67 33,00 165.000,00 134,00| 670.000,00| 215.100,00
3 134,00 670.000,00| 40.200,00| 206.866,67 34,00 170.000,00 100,00| 500.000,00| 210.200,00
4 100,00 500.000,00| 30.000,00| 196.666,67 33,00 165.000,00 67,00 335.000,00| 195.000,00
5 67,00 335.000,00| 20.100,00| 186.766,67 33,00 165.000,00 34,00 170.000,00| 185.100,00
6 34,00 170.000,00| 10.200,00| 176.866,67 34,00 170.000,00 0,00 0,00| 180.200,00
200,00| 1.000.000,00
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CAPITULO VIII

Introduccion al Calculo Actuarial

8.1. Introduccion.

8.2. Funciones de Sobrevivencia y de Mortalidad.

8.3. Tasas Anuales.

8.4. Calculo de los Valores de Conmutacion de las Tablas de Mortalidad.
8.5. Probabilidades de Vida y de Muerte sobre una sola cabeza.

8.6. Vida Probable.

8.7. Duracién mas probable de Vida.

8.8. Definiciones para la clasificacion de Seguros y Rentas Vitalicias.

8.9. Seguros sobre la Vida.
8.9.1. Capital Diferido (Seguros en caso de Vida)
8.9.2. Rentas Vitalicias (Seguro en caso de Vida) y Seguros en caso de Muerte.
8.9.3. Seguros Mixtos (Seguros en caso de Vida y de Muerte).

8.10. Primas Naturales en un Seguro en caso de Muerte.

8.11. Primas Periodicas Constantes o Niveladas.

8.12. Reservas Matematicas.

8.13. Prima de Riesgo y Prima de Ahorro.

8.14. Primas de Tarifa o Primas Cargadas.

8.15. Aplicaciones (Comparacion de CSO 1941 y 2001. Esperanza de Vida)
8.16. Anexo. Tablas de Mortalidad

8.17. Ejercitacién Capitulo VIII

ABC de Matematica Financiera — Mag. Marcela Gonzélez 302



Capitulo VIII — Introduccion al Célculo Actuarial

INTRODUCCION AL CALCULO ACTUARIAL

Deseo dejar aclarado que este capitulo de "Introduccion al Calculo
Actuarial” fue incorporado al programa de la materia Matematica Finan-
ciera para Contadores y Licenciados en Administracion en el afio 2006 por
el profesor titular Dr. Fernando Cicero tomando como base su libro para
redactarlo. En mi carrera de grado, “Estadistica”, existia la materia Mate-
matica Financiera y Actuarial. Era desarrollada conjuntamente con el CPN
Eduardo Cuneo, profesor titular quien me inicié en mi carrera docente y de
quien también he tomado algunos desarrollos. Ambos profesores titulares
han sido mis grandes maestros en el area de las Finanzas.

8.1. Introduccién

Las operaciones estudiadas en Célculo Actuarial son operaciones financieras inciertas o
de prevision ya que en ellas existe un elemento aleatorio que condiciona la realizacion de la
contraprestacion. Se estudian en Calculo Actuarial y corresponden a todo tipo de seguros. El
elemento aleatorio que condiciona el pago del “premio” por parte de la compaiiia aseguradora es
la ocurrencia del siniestro asegurado. Por ejemplo, en un seguro por rotura de cristales de un
vehiculo el tomador del seguro paga la “prima” pero el pago del “premio” por parte de la asegu-
radora sélo se realizara si se produce el siniestro.

En este curso se estudiaran, tnicamente, los seguros personales o seguros sobre las perso-
nas. En ellos, el elemento contingente es “el momento en que se va a extinguir la vida de una
persona” para la cual se calcula el seguro. ES evidente que la probabilidad de que un indivi-
duo fallezca en un momento determinado depende de muchos factores entre los que se
pueden mencionar la edad, sexo, estado de salud, factores ambientales, factores biologi-
cos, factores geneticos, etc.

La herramienta para el calculo de dichas probabilidades es la Tabla de Mortalidad. Estas
tablas se utilizan para construir los modelos de sistemas de seguros gue auxilian a los actuarios
frente a la incertidumbre sobre el momento en que mueren los individuos.

Haciendo un poco de historia, a través del tiempo se han construido distintas tablas de
Mortalidad. Estas tablas indican cuéntas personas, supuestamente nacidas en el mismo instante
(edad cero), sobreviven al afio, a los dos afios, a los tres afios y asi sucesivamente hasta extin-
guirse el grupo inicial. La construccién de una Tabla de Mortalidad para una determinada zona
y una determinada poblacion no podia terminarse ya que al fallecer la persona que realizaba los
calculos la tabla quedaba inconclusa. Este inconveniente se salvaba dejando el trabajo a otros
pero, en realidad, se obtenia un estudio de “vida sucesiva” y el analisis resultaba en vano ya que
el medio de vida cambia debido a que la ciencia permanentemente avanza y el promedio de vida
va aumentando.

Con posterioridad la forma de construir una tabla de Mortalidad era estudiar grupos de
personas de la misma edad simultaneamente (de recién nacidos, de 10 afios, de 20 afios, de 30
afios, etc.) y realizar un seguimiento de todos los grupos por 10 afios y con distintos ajustes
biométricos, en un corto nimero de afios, se confeccionaba la tabla.

En la actualidad las tablas de mortalidad se construyen utilizando la informacién demo-
grafica mas cercana posible. Dicha informacién se obtiene de los Censos de Poblacion discrimi-
nada por edad y por sexo relacionandola con la composicion de las muertes anuales tomadas del
Registro Civil, ordenada también por edad y por sexo (se suelen promediar las muertes de 3
afios para una mejor estimacion). En base a estas dos fuentes de informacion demografica se
calculan las probabilidades de muerte (por edad y sexo) y se confecciona, con el auxilio de la
Estadistica Actuarial y el uso de métodos biométricos especiales para la disciplina, la Tabla de
Mortalidad completa.

El primero que concibi6 una tabla de Mortalidad fue el matematico francés, Abraham de
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Moivre (1667), quien sostenia que la vida extrema era de 86 afios y tomaba un grupo de indivi-
duos considerando que todos los afios moria un niumero igual de personas. Ver gréfico:

Sobrevivientes

A

v

Edad

El actuario y matematico britanico Benjamin Gompertz consideré que la mortalidad era
consecuencia de la resistencia organica de las personas a las enfermedades. La mortalidad era
acentuada en los primeros afios de vida y los que superaban esa edad eran los mas fuertes.

Esta hipdtesis de Gompertz era real. La consideracion practica fue hecha por el actuario
inglés William Makeham quien considerd que, aparte de la resistencia orgéanica, habia otro fac-
tor, los accidentes a los gque estan expuestas todas las personas, para todas por igual y a cual-
quier edad (ver el siguiente grafico para CSO 1941y CSO 2001).

Defunciones por edad en tablas de Mortalidad CSO

Defunciones
400000
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En este libro se utilizaran las Tablas de Mortalidad Standard Ordinaria de Los Comisio-
nados (CSO) elaborada en Estados Unidos presentadas en el Anexo, al final de este capitulo.

En el Anexo I se presenta la tabla de mortalidad CSO de 1941 con datos recogidos entre
1930y 1940 y a la tasa de interés técnico del 4% anual. Cabe resaltar que los valores para muje-
res de 15 afios en adelante son los mismos que para varones con diferencia de 3 afios a favor, es
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decir, 15 afios de mujer es 12 afios de varon, 102 afios de mujer es 99 afios de varon.

En el Anexo |1 se presentan las tablas de mortalidad CSO de 2001. En estas tablas aparece
la informacion separadamente para Hombre y Mujer donde las probabilidades de muerte son
distintas para todas las edades segun el sexo (ver Gltima columna).

Al observar ambas tablas se puede apreciar como se ha incrementado la edad extrema de
vida en estos 60 afios (desde 1941 a 2001). La edad maxima en la tabla de 1941 es 100 afios
para hombre y 103 para mujer (3 afios mas) y en la tabla de 2001 es 116 afios para hombre y
117 afos para mujer.

8.2. Funciones de Sobrevivencia y de Mortalidad

Recibe el nombre de funcién de sobrevivencia y se simboliza I a aquella funcion de la va-
riable independiente x (edad) que representa el nimero de individuos de un grupo inicial lode
recién nacidos que alcanza a sobrevivir x afios.

Recibe el nombre de funcién de mortalidad y se simboliza dx a aquella funcién de la va-
riable independiente x (edad) que representa el nimero de individuos de un grupo inicial lo de
recién nacidos que alcanza a vivir x afios mas y fallecen antes de cumplir un afio mas.

Se obtiene la siguiente relacion: dx=1lx - Ik

Se simboliza » (omega) a la edad maxima o edad tope a la que puede llegar el Gltimo so-
breviviente de un grupo iniciallo de recién nacidos. El valor de o varia segun las tablas de mor-
talidad empleadas. Para hombres en las tablas de mortalidad C.S.0. 1941 (Anexo I) la edad tope
es de 100 afos y en las C.S.0. 2001 (anexo 1) es 116 afios.

|m= |1oo =0 (CSO 1941) |m= |116 =0 (CSO 2001)

Se demuestra facilmente que el nimero de sobrevivientes a la edad x se puede calcular
como la suma de los fallecidos entre la edad x y la edad o:

o—x-1

Ix = Z d><+t = dx +dx+1 + dx+2 ot da)—l :(Ix - Ix+1) + (Ix+1 - Ix+2)+ (Ix+2 - Ix+3) ot (Iw—l - Iw)
t=0

simplificando |, =1 -1 =1 -0=1,

8.3. Tasas Anuales
8.3.1. Tasa Anual de Vitalidad

Definicién: La Tasa Anual de Vitalidad es la probabilidad que tiene una persona de x
afios recién cumplidos de vivir un afio mas. Se simboliza px
Para calcular el valor de la probabilidad px se recuerda la definicion clasica de probabili-

dad.
N° de casos favorables al evento

N° de casos posibles al suceso aleatorio

Probabilidad de un evento de un suceso aleatorio =

Donde los casos posibles son los Iy individuos que alcanzan la edad de x afios y los casos
favorables son los Ix:1 que alcanzan la edad de x+1 afios. Luego:

— X+l
px -

X

8.3.2. Tasa Anual de Mortalidad

Definicion: La Tasa Anual de Mortalidad es la probabilidad que tiene una persona de x
afios recién cumplidos de fallecer antes de cumplir un afio mas. Se simboliza gx

La Tasa Anual de Mortalidad considerada como probabilidad se calcula:
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I —1 L1
= =bha ol by p
IX IX X X
que légicamente es complementaria a la probabilidad de vivir. Evidentemente: px+ gx=1
Ejemplo:
Calcular la tasa anual de vitalidad y de mortalidad para un hombre de 50 afios.
Probabilidad CSO 1941 CSO 2001
p b _lu p., = 0,99168 ., = 0,99609
" Ix I50
d, d _ B
g, =%*= 0s, = 0,00832 s, = 0,00391
Ix |50
Ps, + s, SUCESO Cierto Pso +0so =1 Pso +0s0 =1

8.4. Calculo de los Valores de Conmutacién de las Tablas de Mortalidad
8.4.1. Parte Vida

1) Dx: recibe el nombre de Valor Actualizado de los Vivos a la edad x de un grupo ini-
cial de recién nacidos y se calcula:

donde V¢ = (1+i)* (enlas CSO i=0,04anual)

La letra D proviene de la palabra Denominador.

I1) Nx es la suma de las Dy desde la edad x hasta la edad tope (omega).

N x= Dx +Dx+1 + Dyxs2 + D3z Fvvvvivinereenn, + D1

w-1

N,=>.D,
t=x

La letra N proviene de la palabra Numerador.

8.4.2. Parte Muerte

1) Cx: recibe el nombre de Valor Actualizado de los Muertos a la edad x de un grupo
inicial de recién nacidos. Se simboliza con la letra C que es la letra anterior al primer valor de
conmutacion sobre la vida (D).

La actualizacién es por un periodo mas porque los fallecimientos de edad x se verifi-
can integramente al final del periodo.
En el extremo:

0=V =0V =0

I1) My es la suma de las Cx desde la edad x hasta la edad tope . (Letra M anterior a la
letra N correspondiente al valor de conmutacion sobre la vida)
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El valor extremo:
M,=C,=0

8.5. Probabilidades de Vida y de Muerte sobre una sola cabeza
8.5.1.Probabilidad de Vida Temporaria

Definicion: La Probabilidad de Vida Temporaria es la probabilidad que tiene una persona
que recién ha cumplido x afios de edad de vivir n afios mas. Se simboliza npx

Para el caso de n = 1 se obtiene la tasa anual de vitalidad px

Aplicando la definicién clasica de probabilidad:

Luego np, = 2=

A esta misma formula se llega si se multiplican las tasas anuales de vitalidad desde la
edad x hasta la edad x+n-1, ya que, para vivir n afios mas hay que ir viviendo cada uno de los
afos anteriores. Por lo tanto:

X+n-1

npx:px . px+1 . px+2 px+n—2 . px+n—1:H pt
t=x

Reemplazando y simplificando:
I I | |

2 X+3 X+n-1 X+n X+n
np, = xH o x42 o x48 0 xndd o xen _ xdn
o I I I

X X+1

X+2 X+n-2 Ix+n—1 X

8.5.2. Probabilidad de Muerte Temporaria

Definicién: La Probabilidad de Muerte Temporaria es la probabilidad que tiene una per-
sona que recién ha cumplido x afios de fallecer antes de cumplir n afios mas. Se simboliza /ngx

Aplicando la definicion clasica de probabilidad:

| -1 I
/an: X I X+n :I_x_>i_+”:1_npx

X X X

Esto significa que:
npx+/ngxk=1

Para el caso de n = 1 se obtiene la tasa anual de mortalidad gx

8.5.3. Probabilidad de Muerte Interceptada

Definicién: La Probabilidad de Muerte Interceptada es la probabilidad que tiene una per-
sona gue recién ha cumplido x afios de vivir m afios mas y fallecer dentro de los n siguientes a
los m considerados (m es el diferimiento y n es la temporalidad). Se simboliza m/ngx

Aplicando la definicion clasica de probabilidad:
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(W | I
m/nqx — _x+m I x+m+n _ xl+m _ x+|m+n — mp)< _(m+n) px

X X X

También se puede calcular como la probabilidad conjunta de 2 eventos dependientes A 'y
B: la probabilidad conjunta de sucesos dependientes (Pyg)) €s igual a la probabilidad del suce-
so condicionante B (Pg) por la probabilidad del suceso condicionado A dado B (Pm)). En
férmulas Pye) = P@) . Pag)

En este caso para que la persona fallezca entre las edades x+m y x+m+n necesariamente
tiene que haber sobrevivido los primeros m afios siguientes a la edad x.

Siendo P la probabilidad de que una persona de x afios esté con vida a la edad x+m
(mpx) y Pe) la probabilidad de que una persona x+m afios muera antes de cumplir n afios mas
(/ngx+m), la probabilidad de que una persona de x afios sobreviva a la edad x+my muera antes de
cumplir x+m+n afios (Paye)) €s: P (ayg) = P@r) . Pus)

(I (B
m/nqx :mpx . /nqx+m — x|+m . x+m| X+m+n — X+m I X+m+n :mpx _(m+n) p)<

X X+m X

Sin=1: m/gx=mpx- (M+1)px

Ejemplo:
Calcular la probabilidad de que un hombre de 50 afios exactos:
CSO 1941 CSO 2001
esté con vida a los 75 afios (n=25)
np, = en _ s np, =0,471326 | np, =0,666960
Ix I50
muera antes de alcanzar los 75 afios (n=25)
Inq, = b b - ls —brs Ing, =0,528674 /ng, =0,333040
X I50
sobreviva a los 75 afios y muera antes de
cumplir 85 afios (n=10 y m=25) m/ng, =0,321668 | m/ng, =0,355337
m/ ng, = Ix+m — Ix+m+n — |75 — I85
Ix I50

8.6. Vida Probable

Definicién: La Vida Probable es el nimero de afios de mas (z) que debe vivir una persona
que recién ha cumplido x afios, para que la probabilidad de fallecer antes de x+z (probabilidad
que se simboliza /zqyx) sea igual a la probabilidad de estar con vida después de dicho lapso (pro-
babilidad que se simboliza zpy) siendo ambas probabilidades iguales a 1/2.

Por la definicion dada:

Considerando los extremos de esta igualdad: zpx= 1/2
Esta ecuacion tiene como incognita la edad z. Reemplazando:

|
p, = IXI*Z = %de donde L., =%

X
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El problema se reduce a buscar en la tabla de Mortalidad a qué edad x+z corresponde el
valor I«/ 2.

Una segunda definicion de la Vida Probable, acorde con esta formula, es: el nimero de
afios de mas “z” que debe transcurrir para que el grupo de edad x quede reducido a la mitad.

Ejemplo
Un hombre tiene 59 afios recién cumplidos, determinar su Vida Probable.
z=" siendo x = 59

ly., = '5?9 = w = 4.462.362

Buscando este valor en la tabla de Mortalidad (CSO 2001) e interpolando:

X Ix

80 4.749.854
59+7 4.462.362

81 4.398.270

(59+12)—-80 4.462.362 - 4.749.854
81-80  4.398.270-4.749.854

59 + z = afios z=21,817705afios (afio calendario)

z = 21 afios y 298 dias|
(Utilizando CSO 1941, z =16 afios y 250 dias)

8.7. Duracién Mas Probable de Vida

Definicién: La Duracion Mas Probable de Vida es el nimero de afios de mas que debe vi-
vir una persona de x afios recién cumplidos para que la probabilidad de fallecer en dicho afio sea
maxima.

Si se simboliza con z a la Duracion Més Probable de Vida, por definicion resulta:
(z-1) / gx => méaxima.

Esta ecuacion tiene como incognita a z,

(Z _1) / qx _ IX+Z_1|_IX+Z _ dx|+z-1

X X

Como el denominador es una cantidad constante, el maximo de la fraccion correspondera
al maximo valor del numerador dy+,-1, siendo suficiente buscar la edad x+z-1 en la cual fallece
el mayor nimero de individuos.

Buscando en la Tabla de Mortalidad, una vez pasados los primeros afios, el mayor nime-
ro de fallecimientos se produce a la edad de 76 afios (CSO 1941). Dedonde: 76 = x+z-1

Para una persona de 40 afios de edad la Duracién mas Probable de la Vida es:

76=40+z-1 =»z=237afios. (para CSO 1941 Varo6n)
83=40+z-1 =>z=44afos. (para CSO 2001 Vardn)
88=40+z-1 =»z =49 afics. (para CSO 2001 Mujer)
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Duracién mas probable de vida para varéon
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8.8. Definiciones para la clasificacién de Sequros v Rentas Vitalicias

I- Segin el momento en que el contrato de seguro tiene vigencia:

a) Inmediato: La cobertura del contrato comienza a partir de la firma del mismo.

b) Diferido: La cobertura comienza después de transcurrido un nimero determinado de
afnos que se simboliza con “m”.

I1- Segln la temporalidad del contrato de seguro:
a) Temporario: El contrato tiene vigencia por un nimero determinado de afios que se

6 99

simboliza con “n”.
b) llimitado: El contrato tiene vigencia hasta la muerte del asegurado.

De la combinacion de ambas clasificaciones surgen cuatro categorias:

12 Inmediato y Temporario: La cobertura del contrato comienza a partir de la firma del
mismo y por un nimero determinado de afios que se simboliza con n.

Gréaficamente:

0 X x+n @

2% Inmediato e Ilimitado: La cobertura del contrato comienza a partir de la firma del
mismo hasta la muerte del asegurado.

Gréaficamente:
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3% Diferido y Temporario: La cobertura comienza después de transcurrido un nimero
determinado de afios (m) y por un namero determinado de afios (n). Se suele denominar también
Interceptado.

Gréaficamente:

| VI |
0

=
]
4
3
]
4+
3
+
=
=

48 Diferido e Ilimitado: La cobertura comienza después de transcurrido un nimero de-
terminado de afios (m) y hasta la muerte del asegurado.
Gréficamente:

0 X x+m @

8.9. Sequros sobre la Vida

El desarrollo de este tema, destinado a Contadores, Licenciados en Administracion de
Empresas y Economistas, tiene el propdsito de introducir elementos aleatorios en los calculos
econdmicos cuyo conocimiento les sera de utilidad en el desarrollo de técnicas que lo utilizan.

Los temas serdn desarrollados genéricamente, dejando para el Actuario la tarea profesio-
nal que le corresponde. Es interesante la integracion entre ambos profesionales en la administra-
cién de los seguros para lograr un mayor perfeccionamiento en las actividades del ramo.

Una de las mas comprensivas definiciones de “contrato de seguro” es: “Un contrato me-
diante el cual una persona o compafiia, llamada asegurador, promete a otra, llamada tomador,
a cambio de una prestacion, llamada “prima”, procurar a una tercera persona, llamada benefi-
ciario, cierto beneficio o “premio”, bajo una condicién o término que depende de la vida de una
cuarta persona, llamada asegurado”.

En algunos contratos de seguro aparecen los cuatro roles. Por ejemplo, si se considera un
contrato por el cual el tomador paga la prima y suscribe con el asegurador el contrato de se-
guro de muerte sobre su mujer (asegurado) y designa a sus hijos como beneficiarios en la poli-
za. En otros, una misma persona puede cumplir varios roles. Por ejemplo, en un seguro de vida
llamado Capital Diferido el tomador es el asegurado (persona sobre quien recae el riesgo) y el
beneficiario (titular de los derechos indemnizatorios).

Es de hacer notar que el riesgo que cubre es a veces la supervivencia y otras veces la
muerte. Se suele agregar un tercer grupo, el de los seguros mixtos, en que hay a la vez previsto
un riesgo de muerte y uno de supervivencia. En todos los casos, lo incierto es el momento en
que la muerte del asegurado ocurrira.

Se estudiaran, solamente, los contratos en los cuales la prima que abona el tomador es
Unica. Sélo se definird, al final del capitulo, la prima periddica.

Existen tres tipos de Seguros (personales) sobre la Vida Humana:

a) Seguros en caso de Vida (Capital Diferido y Rentas Vitalicias)

b) Seguros en caso de Muerte (mal llamados Seguros de Vida en el area laboral)
c) Seguros en caso de Vida y de Muerte (mixtos)

Los Seguros en caso de Muerte (Unico premio) se estudiaran conjuntamente con las Ren-
tas Vitalicias (premios periédicos anuales) utilizando una Férmula General Unificada para su
determinacion.

8.9.1. Sequro en caso de Vida
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8.9.1.1. Definiciones

En estos seguros el riesgo asegurado por el asegurador es el de Vida. El premio se paga si
el asegurado vive en el instante (Capital Diferido) o instantes (Rentas Vitalicias) establecidos en
la pdliza.

Prima: es la suma que el tomador del seguro debe pagar al asegurador para que el benefi-
ciario tenga derecho a percibir el premio ($1.-) en las condiciones estipuladas.

Premio: es la suma que se compromete a pagar el asegurador al beneficiario en caso de
producirse el siniestro o riesgo asegurado. Se supone de $1.-

8.9.1.2. Capital Diferido

Definicion: El Capital Diferido es la prima Unica pura que debe pagar una persona que re-
cién ha cumplido x afios, para tener derecho a percibir el premio de un peso ($1.-) si es que vive
dentro de n afios. Se simboliza nEx

Para calcular el valor de un Capital Diferido se utiliza el “Método Eureliano” o “Método
de los Compromisos”. Este método iguala, a la fecha de contratacion, los compromisos de los
asegurados con los compromisos de la compafiia aseguradora y se hace la ficcién que todas las
personas de X afios exactos contratan el seguro.

Compromisos de los Asegurados = Compromisos de la Compafiia Aseguradora
(todos los compromisos actualizados a la fecha de contratacion)

1- En el primer miembro cada contratante se compromete a pagar la prima Unica pura de
nEx. Los Ix contratantes abonaran nEy . Ix

2- En el segundo miembro a cada una de las personas que lleguen con vida a la edad
x+n la compafiia les pagard $1. A los lx+n que viven a la edad x+n les pagara $1. lysn.
Lo antedicho debe actualizarse por n periodos, es decir: ~ $1. 1, . v" donde
n
V" =( ! ] = 1_ =@+
1+i @+n"
Igualando 1- y 2-

ng,.l, =$1. 1., .v" multiplicando ambos miembros por v*

ng,.L.vi=8$1.1_ .v" y reemplazando
ng,.D,=D,,, de donde
D
nEX — X+Nn
DX
8.9.1.3. Ejemplo

Se desea saber qué prima Unica pura debe abonar hoy un hombre de 50 afios exactos para
tener derecho a percibir $100.000.-, si esta con vida a los 75 afios.

Capital Diferido CSO 1941 CS0 2001
nE, = Premio% _ 100,000% 25E,, = $17.680, 28 25E,, =$25.018,80
X 50

8.9.2. Rentas Vitalicias (sequro en caso de Vida) vy Sequros en caso de Muerte.
8.9.2.1. Introduccién

En este apartado se estudian, conjuntamente, estos dos contratos que implican distintas
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obligaciones para sus participantes. EI motivo del estudio conjunto es introducir una Formula
General Unificada que permita determinar las expresiones de ambas operaciones actuariales.

En una Renta Vitalicia, el riesgo asegurado es el de Vida. Una Renta Vitalicia esta consti-
tuida por una sucesion de premios periddicos anuales pagadas durante la vigencia del contrato.
A modo de ejemplo, se define una Renta Vitalicia Adelantada Diferida por m periodos y Tem-

poraria por n periodos: se simboliza m/na, a la prima Gnica pura que debe pagar una persona

de x afios exactos para tener derecho a percibir al comienzo de cada afio, la suma de $1.- des-
pués de transcurridos m afios y durante n afios, mientras esté con vida. Su férmula es:

m/ na, = Nx+m _DNx+m+n

X
En los Seguros en caso de Muerte, en cambio, el riesgo asegurado es el de Muerte. Estos
contratos producen un unico premio al fallecimiento del asegurado. Como ejemplo, se define un
Seguro en caso de Muerte Diferido por m periodos y Temporario por n periodos: se simboliza
m/nAy a la prima Unica pura que debe pagar una persona de x afios exactos para que el benefi-
ciario designado en la poéliza perciba un premio de $1.- al final del afio en que se produce la
muerte del asegurado si dicha muerte se produce después de m afios y antes de transcurrir n
afios mas. Su férmula es:
m/nAA — I\/Ix-¢—m B Mx+m+n
D

X
La Unica diferencia en estas dos formulas es la sustitucion del simbolo N por el simbolo
M en el numerador. Lo mismo ocurre con las otras Rentas Vitalicias y los seguros en caso de
Muerte en los cuales varia su duracion y/o su diferimiento.
Con el objetivo de facilitar el estudio del tema, se introduce una Gnica Formula General
Unificada para las 12 expresiones que resuelven los distintos casos que pueden presentarse.

8.9.2.2. Férmula General Unificada para Rentas Vitalicias y Seguros en caso de Muerte

Se propone como Formula General Unificada:

m/ne, = o el cuyos elementos deben interpretarse de la siguiente manera:
DX
Simbolo Renta Vitalicia Sequro de Muerte
o debe reempla- | a si los premios se abonan en forma adelantada A
zarse por a si los premios se abonan en forma vencida
u debe N M
reemplazarse por
s debe Si los premios se abonan en forma: Edad en que comienza
reemplazarse por |a) adelantada representa la “edad de inicio del | la vigencia del seguro
contrato”

b) vencida representa la “edad del inicio del
contrato + 17

t debe Si los premios se abonan en forma: Edad en que termina

reemplazarse por |a) adelantada representa la “edad del venci- el contrato del seguro
miento del contrato”

b) vencida representa la “edad del vencimien-
to del contrato + 17
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*“m/n” significa en todos los casos "diferido por m afios y temporario por n afios"
*“Dy,” valor de conmutacion (Vivos Actualizados)

8.9.2.3. Casos particulares. Aplicacién de la Formula General Unificada

A partir de la Formula General Unificada se obtienen los distintos tipos de Rentas Vitali-
cias (seguro en caso de Vida) y Seguros en caso de Muerte. En cada caso, se analiza el diagrama
temporal respectivo y se expresa el valor actuarial.

8.9.2.3.1. Renta Vitalicia Diferida y Temporaria

Gréaficamente:

0 X x+m x+tm+n @

Como es una Renta Vitalicia se utilizan los valores de conmutacion de la Parte
Vida (N). El beneficiario del contrato cobrard $1.- (en forma vencida o adelantada) durante n
periodos, mientras esté con vida (zona sombreada en el grafico temporal).

Se simboliza M/ na, a la prima Ginica pura que debe abonar una persona de x afios exac-
tos para tener derecho a percibir anualmente la suma de $1.- al final de cada afio, después de
transcurridos m afios y durante n afios, mientras esté con vida.

N

X+Mm+n+1

Con premios vencidos: m/na, =+t S

X

Los subindices del numerador resultan ser las edades del primer y ultimo vencimiento
aumentadas en 1 unidad porque se pagan en forma vencida o al final de cada periodo.

Se simboliza M/ na, ala prima Gnica pura que debe abonar una persona de x afios exac-
tos para tener derecho a percibir anualmente la suma de $1.- al inicio de cada afio, después de

transcurridos m afios y durante n afios, mientras esté con vida.

: N,.,—N
Con premios adelantados: m/na, = w

X

Los subindices del numerador resultan ser las edades de inicio y vencimiento del contrato
porque se pagan al inicio de cada periodo.

8.9.2.3.2. Renta Vitalicia Inmediata y Temporaria

Una renta vitalicia inmediata, temporaria por n afios, es un caso particular de la anterior.
Por ser inmediata “m” es igual a cero.
Gréficamente:

0 X x+n @

Se simboliza /na, a la prima Unica pura que debe abonar una persona de x afios exactos

para tener derecho a percibir durante n afios la suma de $1.- al final de cada afio y mientras esté
con vida.

. . N _
Para premios vencidos: Ina, = %

X
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Se simboliza /na, a la prima Unica pura que debe abonar una persona de x afios exactos

para tener derecho a percibir durante n afios la suma de $1.- al inicio de cada afio y mientras esté
con vida.

; N, —N
Para premios adelantados: Ina, = %

X

8.9.2.3.3. Renta Vitalicia Diferida e llimitada

Por tratarse de una renta ilimitada, es pagadera hasta el fallecimiento del beneficiario. El
contrato esta vigente hasta la edad o.
Gréaficamente:

0 X x+m @

Como a la edad ® el grupo se ha extinguido N, = 0 y se anula el sustraendo de las rentas
vitalicias temporarias.

Se simboliza M/ @, a la prima Gnica pura que debe abonar una persona de x afios exac-

tos para tener derecho a percibir, después de transcurridos m afios y al final de cada afio, la suma
de $1.- mientras esté con vida.

Para premios vencidos: m/a, = —Bmﬂ

X
X

Se simboliza m/a, a la prima Gnica pura que debe abonar una persona de x afios exac-

tos para tener derecho a percibir después de transcurridos m afios y al inicio de cada afo, la
suma de $1.- mientras esté con vida.

X+m

Para premios adelantados: m/a, =

X

8.9.2.3.4. Renta Vitalicia Inmediata e Ilimitada

En este tipo de rentas resultan las expresiones mas simples del valor actual actuarial. Por
ser inmediatas, m es nulo. Por ser ilimitadas, el subindice t es igual a ® y N, resulta nulo.
Gréficamente:

0 X 5

Se simboliza @, a la prima Gnica pura que debe abonar una persona de x afios exactos
para tener derecho a percibir al final de cada afio la suma de $1.- mientras esté con vida.

H H Nx+1
Para premios vencidos: a, = D

X

Se simboliza a, a la prima Gnica pura que debe abonar una persona de x afios exactos
para tener derecho a percibir al inicio de cada afio la suma de $1.- mientras esté con vida.

Para premios adelantados: a =—
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8.9.2.3.5. Sequro en caso de Muerte Diferido y Temporario

El premio en los seguros en caso de muerte, se cobra en forma vencida, al final del afio en
que se produce la muerte del asegurado.

Si el seguro en caso de muerte es diferido por m afos, significa que el capital sera pagado
al fallecimiento (siempre en forma vencida) solo si éste ocurre luego de m afos. Es decir, la
vigencia de la cobertura comienzaalaedad x+m esdecir s=x+m

Si el seguro es temporario por n afios, el capital sera pagado solo si el fallecimiento ocurre
en los proximos n afios; es decir, la cobertura alcanza hasta la edad x+m+n siendo t = x+m+n

Gréaficamente:

0 X x+m xtm+n @

Se simboliza m/nAx a la prima Unica pura que debe abonar una persona de x afios exac-
tos para que el beneficiario designado en la pdliza perciba el premio de $1.- al final del afio en
que se produce la muerte del asegurado si dicha muerte ocurre después de transcurridos m afios
y dentro de los n afios siguientes.

M., .—M
m / nA( — X+m D X+m+n

X

8.9.2.3.6. Sequro en caso de Muerte Inmediato y Temporario

Graficamente:

0 X x+n i

Se simboliza /nAx a la prima Unica pura que debe abonar una persona de x afios
exactos para que el beneficiario designado en la péliza perciba el premio de $1.- al final del afio
en gue se produce la muerte del asegurado si dicha muerte ocurre dentro de los n afios siguien-
tes.

/nA< — MXE)MX+H

X

8.9.2.3.7. Sequro en caso de Muerte Diferido e Ilimitado

Graficamente:

0 X x+m @

Se simboliza m/Ax a la prima Unica pura que debe abonar una persona de x afios exactos
para que el beneficiario designado en la poéliza perciba el premio de $1.- al final del afio en que
se produce la muerte del asegurado si dicha muerte ocurre después de transcurridos m afios.

M,-M_, M
D D

X X

X

A =

puesto que M,, es nulo.

8.9.2.3.8. Sequro en caso de Muerte Inmediato e llimitado

En este caso, el capital es pagadero al fallecimiento del asegurado, en cualquier momento
que éste ocurra. Caso particular del anterior donde m = 0.
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Gréaficamente:
| [ |
0 x @

Se simboliza Ay a la prima Unica pura que debe abonar una persona de X afios exactos
para que el beneficiario designado en la pdliza perciba el premio de $1.- al final del afio en que
se produce la muerte del asegurado.

A( — M X M o _ M X
DX DX
8.9.2.4. Cuadro Resumen
Caracteristicas Rentas Vitalicias (en caso de Vida)
Sequros en caso de Muerte
Con premios Vencidos Con premios Adelantados
Inmediato (m=0) a = N,.. N, A = M,
Ilimitado (t=0) “~ D, a, = D, D,
e . M
Diferido (m) N N m/ A, =—en
Ilimitado (=® m/a =< m/a, =—2= D,
X X
: _ M, -M
Inmedlato_(m—O) /na. = Nx+l — Nx+n+l /na = Nx — Nx+n /I"IAS< =X xn
Temporario (n) X D X D D,
X X
Diferidogm} N -N N —N m/nA(: I\/Ix+m_|v|x+m+n
Tem orario . m/ naX: X+m+1 X+m+n+1 m/nax — X+m D X+m-+n —DX
Temporario (n) D« X

8.9.2.5. Deduccidn analitica de la formula de una Renta Vitalicia Vencida

En el punto 8.9.2.1. se introduce la Férmula General Unificada para calcular las Rentas
Vitalicias y los Seguros en caso de Muerte. Sin embargo, estas férmulas se deducen analitica-
mente aplicando el “Método Eureliano” o “Método de los Compromisos” (ya visto para la de-
terminacion del Capital Diferido). Para entender como se obtienen estas formulas (y para que no
resulte tan mecénica su deduccion) se desarrollara, a modo de ejemplo, la formula de la Renta
Vitalicia Vencida, Inmediata e llimitada. Este método establece que:

Compromisos de los Asegurados = Compromisos de la Compafiia Aseguradora
(todos los compromisos actualizados a la fecha de contratacion)

a) Compromisos de los asegurados: ax es la prima Unica pura que paga una persona de x afios
exactos para tener derecho a cobrar al final de cada afio $1.-, mientras esté con vida. Los Ix con-
tratantes del seguro se comprometen a abonar lx . ax

b) Compromisos de la compafiia: a cada una de las personas que lleguen con vida a la edad x+1
la compafiia les pagaré $1.-, lo mismo para la edad x+2, x+3 y asi sucesivamente hasta la edad

2 3 w—1-X
o-1, entonces |, . $1v+1 ,. 8LV +l .81V +...+] ,.$1lv

Igualando a) y b) y realizando las actualizaciones correspondientes se obtiene:
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Compromiso de los Asegurados = Compromisos actualizados de la Compafiia

— 2
l.a, =1, $1v+] ,$Lv+l

Multiplicando ambos miembros por v*

| .via, =1 v+l

X+2 X+3 -
VL VT L] Y

S$IV ++ ] $Lve

1

x+1 X+2 X+3*
D,a,=D,,+D,,+D,;+..+D_
Dx'ax = Nx+1
. N
Despejando: a, =—
Dx

Para los demas contratos de seguro el razonamiento es idéntico.

Ejemplo 1:

Calcular la prima Gnica pura que debe abonar un hombre de 50 afios exactos para tener
derecho a cobrar una renta vitalicia anual de $12.000.-, considerando los ocho casos posibles,
siendo para las rentas vitalicias el diferimiento por m=10 afios y la temporalidad de n=25 afos.

10/ 25a,, = $92.831,95 (CSO 2001)

Caracteris- Rentas Vitalicias
ticas
Con premios Vencidos Con premios Adelantados
Inmediato a, = M _19 000 Net a, = N, _12.000 N
m=0 Dx 50 X 50
llimitado a5, =$167.915,82 (CSO 1941) a,, =$179.915,82 (CSO 1941)
(®) a5, = $191.269,08 (CSO 2001) a,, =$203.269,08 (CSO 2001)
N N N N
Diferido m/ax =_—xml — 12 000 —8L m/ax =_xm —12.000—&
m:10 Dx 50 DX 50
o 10/ a,, =$75.951,69 (CSO 1941) 10/a,, =$83.074,42 (CSO 1941)
;'_”)“'tado 10/ a,, = $96.592,67 (CSO 2001) 10/a,, =$104.197,54 (CSO 2001)
(0]
Inmediato N, —N N., —N N, —N N, —N
m=0 Ina, = —xl—_Txned 19 000 —SL_T6 /na, =~ —12 0002
— X 50 X D50
Temporario /25a,, = $155.546,02 (CSO 1941) /25a,, = $165.424,39 (CSO 1941)
n=25 /25a,, = $169.520,97 (CSO 2001) /25a,, = $178.518,72 (CSO 2001)
Dnl]f:e:ll’-lodo m / nax — N x+m+l-N X+n+m+1 - 12000 N 61_N 86 m / nax _ Nx+m - Nx+m+n 212000 NGO - N85
D« Dso x 50
Temporario 10/ 25a,, = $74.447,05 (CSO 1941) 10/25a,, =$81.114,68 (CSO 1941)
n=25 10/ 25a,, = $99.489,18 (CSO 2001)

Observando este cuadro con ejemplos de rentas vitalicias se pueden sacar varias conclu-
siones (manteniendo constante la edad de contratacion de 50 afios para varon):
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1) Si los premios se cobran en forma inmediata la prima Unica pura a abonar debe ser
mayor que si los premios se cobraran en forma diferida. ElI tomador debe abonar méas porque el
premio comienza a cobrarse inmediatamente, ya sea en forma vencida o adelantada.

2) Si la duracion de la renta es ilimitada (sin limite en la edad de fallecimiento del asegu-
rado) la prima a abonar es mayor que si el premio se cobra en forma temporaria. El contrato
cubre un plazo de tiempo mayor.

3) Si las primas de estas rentas vitalicias se hubieran calculado para mujer hubieran sido
mayores ya que las probabilidades de vida son mayores (en ambas tablas 1941 y 2001).

4) La prima que debe pagar el titular de la pdliza es siempre menor si la renta se cobra al
final de cada afio.

Ejemplo 2:

Calcular la prima Unica pura que debe abonar un hombre de 50 afios exactos para que el/
los beneficiario/s designado/s en la p6liza tenga/n derecho a cobrar un premio de $100.000.-, al
final del afio en que se produce la muerte del asegurado, para los cuatro contratos de seguro
estudiados. Tomar el diferimiento por m=10 afios y la temporalidad por n=25 afios.

Caracteristicas Seguros en caso de Muerte
CSO 1941 CSO 2001
Inmediato (m=0) e Ilimitado (®)
A - I\g: :1OO.OOOI\[/|)—:: A =$42.334,69 A =$34.850,10

Diferido (m=10) e Ilimitado (®)

m/ A _Men =100.000%
D D,,

X

m/A =$37.22072 | m/A =$29.977,66

Inmediato (m=0) y Temporario (n=25)
M, —M My, — M /nA = _
InA, =—*—xm 100,000 —2_—75 nA, =$29.299,13 | /nA =$17.763,86

X 50

Diferido (m=10) y Temporario (n=25)
m/nA =Muen =My 100 g00Me =Mss | m/na =$29.565,27 | m/nA =$23.589,63
D

X 50

8.9.3. Sequros en caso de Vida y Muerte (Mixtos)

8.9.3.1. A Capital Simple o Dotal

Se simboliza Axn a la prima Gnica pura que debe abonar una persona de x afios exactos
para:

a) Tener derecho a percibir un premio de $1.- si llega con vida a la edad x+n'y
b) Tener derecho a que el beneficiario designado en la pdliza perciba $1.- en forma ven-
cida, en caso que fallezca antes de alcanzar la edad x+n.
Evidentemente se estan contratando dos seguros: un Seguro en caso de Vida (Capital Di-
ferido) y un Seguro en caso de Muerte Inmediato y Temporario.
_ _ Dx+n M X M X+N
A, =nE, +/nA 5 + B

X X
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Dx+n +Mx _Mx+n
Acn - DX
Ejemplo:

Calcular la prima unica pura que debe abonar un hombre de 50 afios en el caso de un se-
guro mixto a capital simple si el premio es de $100.000.- y la temporalidad del seguro sobre la
vida es de 25 afios.

Seguro Mixto a Capital Simple CSO 1941 CSO 2001
A, 100,000 2+ Mso =My A =$46.979,41 A, = $42.782,66

50

8.9.3.2. A Capital Doblado

Se simboliza Aayxn @ la prima Unica pura que debe abonar una persona de x afios exactos
para:

a) Tener derecho a percibir un premio de $1.- si llega con vida a la edad x+n'y

b) Tener derecho a que el beneficiario designado en la péliza perciba $1.- al final del afio

en que se produce la muerte del asegurado, sin limitaciones.

Evidentemente se estan contratando dos seguros: un Seguro en caso de Vida (Capital Di-
ferido) y un Seguro en caso de Muerte Inmediato e Ilimitado.

D M
. =NE, +A =20+ X
Al)x.n X A< DX DX
A( = Dx+n + Mx
1)x:n DX

En estos seguros mixtos a capital doblado la compafiia aseguradora debe abonar el premio
dos veces (de alli el nombre) siempre que el asegurado en el seguro de vida sobreviva a la edad
X+n.

Ejemplo:

Calcular la prima unica pura que debe abonar un hombre de 50 afios para contratar un se-
guro mixto a capital doblado si el premio es de $100.000.- y la temporalidad del seguro sobre la
vida es de 25 afios.

Seguro Mixto a Capital Doblado CS0 1941 CS0 2001

Asose zloo,ooo% Prosss =$60.014,97 | Ayeoe =$59.868,89

50

Este seguro mixto es mas caro que el anterior porque el seguro en caso de muerte es ilimi-
tado, no hay temporalidad para su vigencia.

8.10. Primas Naturales en un Sequro en caso de Muerte

Contratar los seguros en caso de muerte abonando de una sola vez su valor actual signifi-
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caria excluir a la mayor parte de la poblacién de este seguro por el alto valor financiero de la
prima Unica. Se podria decir que si los contratos de seguro se celebraran en esas condiciones la
institucion del seguro no existiria.

Los tomadores de seguros generalmente no estan en condiciones de pagar las primas Uni-
cas sino que pueden pagar primas diluidas en el tiempo, es decir, fraccionadas en cuotas perio-
dicas que deducen de sus ingresos corrientes. Asi es como nace el contrato de seguro con pago
de primas periddicas anuales y de primas subperiddicas que pueden ser semestrales, mensuales,
etc.

Los seguros en caso de muerte inmediatos podrian ser convenidos de manera que el to-
mador pague una prima anual que cubra el riesgo de ese primer afio, al afio siguiente la prima
anual que cubre el riesgo del segundo afo, etc. A esta prima anual se la llama “prima natural” y
se la simboliza PNy

Para determinar su formula se utiliza el método de los Compromisos.

Compromisos de los Asegurados = Compromisos de la Compafiia Aseguradora

(todos los compromisos actualizados a la fecha de contratacion)

1- En el primer miembro cada tomador del seguro se compromete a pagar la prima Unica
pura natural de PNy. Los I« contratantes abonaran PNy . |x

2- En el segundo miembro la compafiia pagara $1.- al final del afio al beneficiario de-
signado en la pdliza de cada uno de los dy fallecidos a la edad x (en ese afio) actuali-

zado por 1 periodo, es decir:  $1.d .V

Igualando 1-y 2-
PN,l =$1d v multiplicando ambos miembros por v*

PN, v =$1d v y reemplazando
PN,.D, =C, de donde

PN, = Sx
DX

Si asi se procediera a través de los afios estas “primas naturales™ serian crecientes. Crece-
rian a medida que aumenta la edad y ese crecimiento haria dificultoso el pago de las mismas en
las edades avanzadas. Por esta razon las primas naturales no se aplican (ver ejemplo) y surgen
las llamadas “primas constantes” o “primas niveladas”.

Ejemplo:
Calcular la prima Natural en un seguro en caso de muerte cuyo premio a cobrar por el be-
neficiario es de $1.000.000.- para un hombre considerando las siguientes edades:

PN, =1-000-000% CSO 1941 CSO 2001
Edad: 50 PN, = $7.999,97 PNy, = $3.759,92
60 PN,, = $19.557,80 PN,, = $10.000,05
70 PN,, = $47.874,78 PN, =$25.903,63
71 PN,, = $52.067, 44 PN,, = $28.566,89
72 PN, = $56.394,12 PN,, = $31.674,11
73 PN, = $60.827,02 PN,, = $34.924,25
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8.11. Primas Peri6dicas Constantes o Niveladas

En los seguros en caso de muerte la prima natural es reemplazada por la prima periddica
“constante” o “nivelada” que es aquella que se cobra en un seguro de riesgo creciente como en
el del ejemplo anterior.

Con las primas niveladas en los primeros afios la compafiia de seguros cobra una prima
constante que es superior a la prima natural y después de una determinada edad la prima cons-
tante es inferior a la natural.

En el siguiente gréfico, se observa que antes de la interseccion de ambas primas periodi-
cas toda el area encerrada entre ambas es lo pagado de méas por los tomadores del seguro que
capitalizado haré frente a los riesgos futuros asumidos por la compafiia aseguradora.

Prima natural vy prima nivelada

Prima -

- Nivelada

\

- = == Natural

Edad

En este capitulo introductorio al Calculo Actuarial no se realizara el calculo de las primas
periddicas pero si se introduce el concepto de prima periddica nivelada.

8.12. Reservas Matematicas (mVx)

Las Reservas Matematicas son las diferencias entre los compromisos futuros de la compa-
fila aseguradora actualizados y los compromisos futuros de los asegurados actualizados. Ya se
menciond que, cuando el seguro se pacta con primas periddicas constantes o niveladas, en la
primera etapa éstas son mayores a las primas naturales.

Estos excedentes capitalizados que cobra la compaiiia forman la “reserva matematica”
que en definitiva es una suma que cubrira las diferencias que aconteceran en el futuro cuando
las primas naturales sean mayores que las primas niveladas.

Contablemente, una reserva es una ganancia no distribuida. En este caso no, por lo que su
denominacion es inapropiada. La Reserva Matematica pertenece a los asegurados: acumulan de
mas para el dia que paguen de menos. Sin embargo, las disposiciones normativas contables de la
Superintendencia de Seguros de la Nacién mantiene la expresion de reservas. Los ingleses utili-
zan la denominacion de “Valor de Poliza” de los asegurados.

Las reservas no son ganancias. Son un Pasivo porque representan una Deuda que tiene el
ente asegurador por los excedentes cobrados de mas. Son negativas, representan un crédito para
la Compafiia Aseguradora y tienen un riesgo que, de producirse, daria una pérdida.

Existen distintos métodos para determinar la Reserva Matemadtica luego de transcurrido m
periodos. Se presentan dos métodos:
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Suponiendo que, en el momento x, se contrata un seguro en caso de Vida, determinar la
reserva matematica una vez transcurrido m periodos.
Gréficamente:

;Que pasa? mx ;Qué pasara?

x x+m i)

* Si se observa lo que sucedid en los primeros periodos hasta llegar a x+m se aplica el
Método Retrospectivo.

* Si se observa lo que sucedera en los proximos periodos se aplica el Método Prospectivo
0 de Prevision.

Método Observacion Elementos
Retrospectivo Del presente al pasado A) Cobraron Primas (que se capitalizan)
¢Qué pas6? B) Pagaron Premios (que se capitalizan)
Prospectivo o de Del presente al futuro A) Cobraran primas ( que se actualizan)
Prevision ¢ Qué pasara? B) Pagaran premios ( que se actualizan)

La diferencia entre A) y B), para cualquiera de los dos métodos, representa la Reserva
Matematica para todas las p6lizas. Tanto en uno como en otro caso, se calcula la diferencia en-
tre los compromisos: en uno, ya satisfechos y en el otro, que se van a satisfacer o pendientes. Si
esta diferencia se divide por el nimero de pélizas en vigencia, se obtiene la Reserva Matemaética
promedio para cada poliza individual.

8.13. Prima de Riesgo y Prima de Ahorro

La prima periodica estd formada por dos componentes:

1- Prima de riesgo: Es la parte de la prima periddica que, en cada periodo, cubre el riesgo
de la compaiiia.

2- Prima de ahorro: Es la parte de la prima periodica que, en cada periodo, incrementa la
Reserva Matematica.

8.14. Primas de tarifa o Primas cargadas

8.14.1. Introduccién

En los seguros que se han analizado hasta ahora, sélo se consideraron las primas Puras
gue se fundamentan teniendo en cuenta el riesgo y la tasa de interés. Pero las compafiias asegu-
radoras, para funcionar, tienen gastos. Estos deben ser satisfechos con adicionales a las primas
puras. Las primas Cargadas o primas de Tarifa son las que percibe el asegurador para cubrir no
sélo el riesgo propio del seguro sino también los gastos de la empresa.

8.14.2. Clasificacion de Gastos

a) Gastos de adquisicién, iniciales o de contratacién: Son aquellos que el asegurador pa-
ga, ya sea para mantener o aumentar el nimero de sus operaciones como para pagar algunos
gastos inmediatos al efectuarse las operaciones. Por ejemplo los honorarios médicos, la comi-
sion al productor de los seguros, etc.

b) Gastos corrientes, generales o de administracion: Son aquellos que tiene el asegurador
como empresa, por el sélo hecho de existir. Se dividen en:
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1) Proporcionales a la prima: comisiones por cobranza, sellado de las primas, etc.
2) No Proporcionales a la prima: sueldos, alquileres, publicidad, impresos, marketing, etc.

8.15. Aplicaciones

1- A continuacién se muestra un grafico en el que se representa en el eje horizontal o de
abscisas la variable independiente edad “x” y en el eje vertical o de ordenadas la variable de-
pendiente numero de defunciones “dy” para las tablas de mortalidad CSO 1941 y CSO 2001para
varon.

Defunciones por edad en tablas de Mortalidad CSO

400000
350000 4 \
/ \
300000 | \
1
250000 l |
/ [} \ \ e CSO 1941
200000 / = = (SO 2001

/1 i

150000 v
Jr\!

100000 t \
/

50000 /’
L/'/” \
- o= o r\

Observaciones:

a)La edad aumenta de 100 a 116 afios

b) La mortalidad en neonatos (menores de 1 afios) disminuye considerablemente gracias
al avance de la ciencia médica.

c¢) La Duracion mas probable de vida aumenté considerablemente.

d) La curva se hizo mas apuntalada concentrandose mas alrededor de la edad 83 (Dura-
cién mas probable de vida desde la edad 0)

e) Estos cambios se reflejan en las primas de los contratos de seguro. En los seguros de
vida aumenta la prima a abonar porque la esperanza de vida aumenta. En los seguros
de muerte la prima disminuye ya gque generard intereses durante mas tiempo.

2- Esperanza de Vida

Un concepto muy utilizado y que corresponde al calculo actuarial es el de “esperanza de
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vida”. Con ¢l se expresa cuanto se espera que viva, en promedio, una persona de determinada
edad en un contexto social determinado. Con el paso del tiempo y los avances cientificos y tec-
noldgicos la esperanza de vida va aumentando tal como se puede observar en la edad tope de las
tablas de vida CSO de 1941 y 2001 publicadas en este libro.

Estadisticamente la esperanza de vida es el nimero de afios que, en promedio, puede vivir
una persona de determinada edad considerando que “el total de los afios vividos por todos las
personas, a partir de una cierta edad, fueran repartidos en forma equitativa entre las personas de
dicha edad”. Se simboliza e

Se puede decir que la esperanza de vida es la “vida media” de las personas a una determi-
nada edad. Concepto que ha sido estudiado en el “Capitulo VII — Empréstitos y Obligaciones
Negociables” de este libro (punto 7.4.4.2.) para estimar la vida media de un titulo de renta.

Matematicamente su formula es:

X

T, _Total de afios vividos por todas las personas a partir de la edad exacta X
I, NUmero de peronas vivas a la edad exacta x

donde:

e, esperanza de vida a la edad x

T, existencia total de vida a la edad exacta x

I, nimero de personas vivas a la edad exacta x

Para calcular Ty se realiza primero el producto del nimero de fallecidos a cada edad mul-
tiplicado por la cantidad de afios que ha vivido a partir de la edad x. En un segundo paso se cal-
cula la sumatoria de todos estos productos.

Cabe destacar que se aplica una aproximacion lineal considerando que a todas las defun-
ciones producidas en cada edad se les puede atribuir el haber vivido medio afio, como promedio,
en ese intervalo de edad (algunas defunciones se habran producido a los pocos dias de cumplir
la edad en cuestion, otras ya pasado 1 mes, o pasado 40 dias, o pasado 4 meses, etc.).

En formulas:

T,=0,5d, +15d,,,+2,5d,,,+3,5d,., +..+[ (0—1)+0,5]d,,,

Sacando 0,5 factor comUn

T, =0,5(d, +d,,+d,,+d, ;+..+d, ) +[1d,, +2d,,+3d,, +..+(w-1)d, ]

siendo | =d +d ,+d, ,+d

y reempazando en e,

+o.4d,

x+1 X+2 X+3

T, 051 +[1d,,+2d,+3d +..+(0-1)d,, |
g, ===

o I

X X
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+3d,,; +..+(w-1)d

e = 015 IX + 1dx+1 + 2dx+2 X+3 -1
X
IX IX
y considerando que: d =1 -1l

o 05y Mea )+ 200 —IXIS)+...+(a)—1)(le—Iw)

X

y simplificando

ex _ 015+ 1(Ix+l - Ix+2)+ 2(Ix+2 - Ix+3)+3(:x+3 _Ix+4)+"'+(a)_1)(|a)—l _I(o)

X

6 —054+ L+, ++. ]
X 1
I

X

-1

w-1
2\
e =05+
IX
Aclaracion:

La sumatoria comienza desde la edad 1 porque para la edad O se representa con el 0,5 del
primer sumando.

Ejemplo:
Calcular la esperanza de vida a la edad 0 para varén y mujer considerando la tabla CSO
2001.

w-1
2k
766.748.149
e . =05+ =05+ — """ _77 17 afios =~ |77 afios|
X vaon I, 10.000.000
f
It
798.705.224
e =05+ =05+—— —""""-80 37 afios = |80 afios]
X muer | 10.000.000

X
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8.16. Anexo
Anexo |. Tablas de Mortalidad (CSO 1941)
X Ix dx Dx NXx Cx Mx
0 10000000 70800 10000000 234749982 68076,9 971154,8
1 9929200 17475 9547308 224749982 16156,6 903077,9
2 9911725 15066 9163947 215202675 13393,6 886921,3
3 9896659 14449 8798094 206038728 12351,1 873527,7
4 9882210 13835 8447355 197240634 11371,4 861176,6
5 9868375 13322 8111085 188793280 10528,6 849805,2
6 9855053 12812 7788592 180682195 9736,1 839276,6
7 9842241 12401 7479294 172893603 9061,3 829540,5
8 9829840 12091 7182568 165414309 8495,0 820479,2
9 9817749 11879 6897820 158231741 8025,0 811984,2
10 9805870 11865 6624494 151333921 7707,3 803959,2
11 9794005 12047 6361999 144709426 7524,5 796251,9
12 9781958 12325 6109782 138347427 7402,1 788727,4
13 9769633 12896 5867388 132237645 7447,1 781325,3
14 9756737 13562 5634273 126370257 7530,5 773878,2
15 9743175 14225 5410039 120735984 7594,8 766347,7
16 9728950 14983 5194366 115325945 7691,9 758752,9
17 9713967 15737 4986891 110131579 7768,2 751061,0
18 9698230 16390 4787319 105144689 7779,4 743292,8
19 9681840 16846 4595412 100357369 7688,3 735513,4
20 9664994 17300 4410977 95761957 7591,8 727825,1
21 9647694 17655 4233732 91350980 7449,6 720233,3
22 9630039 17912 4063447 87117248 7267,4 712783,7
23 9612127 18167 3899893 83053801 7087,3 705516,3
24 9593960 18324 3742810 79153908 6873,6 698429,0
25 9575636 18481 3591982 75411098 6665,9 691555,4
26 9557155 18732 3447163 71819116 6496,6 684889,5
27 9538423 18981 3308083 68371953 6329,7 678392,9
28 9519442 19324 3174519 65063870 6196,3 672063,2
29 9500118 19760 3046226 61889351 6092,4 665866,9
30 9480358 20193 2922971 58843125 5986,4 659774,5
31 9460165 20718 2804563 55920153 5905,8 653788,1
32 9439447 21239 2690789 53115590 5821,5 647882,3
33 9418208 21850 2581476 50424801 5758,6 642060,8
34 9396358 22551 2476430 47843325 5714,8 636302,2
35 9373807 23528 2375468 45366895 5733,0 630587,4
36 9350279 24685 2278371 42991428 5783,6 624854,4
37 9325594 26112 2184957 40713057 5882,7 619070,8
38 9299482 27991 2095038 38528100 6063,4 613188,1
39 9271491 30132 2008396 36433062 6276,2 607124,7
40 9241359 32622 1924874 34424666 6533,5 600848,5
41 9208737 35362 1844307 32499792 6809,8 594315,0
42 9173375 38253 1766562 30655485 7083,2 587505,2
43 9135122 41382 1691534 28888923 7367,9 580422,0
44 9093740 44741 1619107 27197389 7659,6 573054,1
45 9048999 48412 1549174 25578282 7969,3 565394,5
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X IX dx Dx Nx Cx Mx

46 9000587 52473 1481621 24029108 8305,6 557425,2
48 8891204 61794 1353195 21131156 9043,0 540458,2
49 8829410 67104 1292106 19777961 9442.,4 531415,2
50 8762306 72902 1232967 18485856 9863,7 521972,8
51 8689404 79160 1175682 17252889 10298,5 512109,1
52 8610244 85758 1120165 16077207 10727,7 501810,6
53 8524486 92832 1066354 14957043 11166,0 491082,9
54 8431654 100337 1014174 13890689 11604,5 479916,9
55 8331317 108307 963563 12876515 12044,5 468312,4
56 8223010 116849 914458 11912952 12494,7 456267,9
57 8106161 125970 866792 10998494 12951,9 443773,2
58 7980191 135663 820502 10131702 13412,0 430821,3
59 7844528 145830 775532 9311200 13862,7 417409,3
60 7698698 156592 731841 8535668 14313,2 403546,6
61 7542106 167736 689380 7803827 14742,1 389233,4
62 7374370 179271 648124 7114446 15149,9 374491,3
63 7195099 191174 608046 6466323 15534,4 359341,4
64 7003925 203394 569125 5858277 15891,7 343807,0
65 6800531 215917 531344 5289152 16221,3 327915,3
66 6584614 228749 494686 4757808 16524,4 311694,0
67 6355865 241777 459136 4263121 16793,8 295169,6
68 6114088 254835 424683 3803986 17020,0 278375,8
69 5859253 267241 391329 3379303 17162,1 261355,8
70 5592012 278426 359116 2987974 17192,6 244193,7
71 5313586 287731 328111 2628859 17083,9 227001,1
72 5025855 294766 298407 2300748 16828,4 209917,2
73 4731089 299289 270102 2002340 16429,5 193088,8
74 4431800 301894 243284 1732239 15935,1 176659,3
75 4129906 303011 217992 1488955 15378,9 160724,2
76 3826895 303014 194228 1270963 14787,5 145345,3
77 3523881 301997 171971 1076735 14171,1 130557,8
78 3221884 299829 151185 904764 13528,2 116386,7
79 2922055 295683 131842 753579 12828,0 102858,5
80 2626372 288848 113943 621737 12049,5 90030,5
81 2337524 278983 97511 507793 11190,4 77981,0
82 2058541 265902 82571 410282 10255,4 66790,6
83 1792639 249858 69139 327711 9266,0 56535,2
84 1542781 231433 57214 258572 8252,6 47269,2
85 1311348 211311 46761 201358 7245,3 39016,6
86 1100037 190108 37717 154597 6267,6 31771,3
87 909929 168455 29999 116879 5340,1 25503,7
88 741474 146997 23505 86880 4480,7 20163,6
89 594477 126303 18120 63375 3701,8 15682,9
90 468174 106809 13722 45255 3010,1 11981,1
91 361365 88813 10184 31533 2406,6 8971,0
92 272552 72480 7386 21349 1888,5 6564,4
93 200072 57881 5213 13964 1450,1 4675,9
94 142191 45026 3562 8751 1084,7 3225,8
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X IX dx Dx Nx Cx Mx

95 97165 34128 2341 5189 790,5 2141,1

97 37787 18456 842 1388 395,2 788,2

98 19331 12916 414 546 266,0 393,0

99 6415 6415 132 132 127,0 127,0
100 0 0 0 0 0,0 0,0
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Anexo 11.1 - Tablas de Mortalidad - CSO 2001 - Hombre

X I dx Dx NXx Cx Mx gx

0 | 10.000.000 | 7.200 |10.000.000| 243.589.548 | 6.923 | 631.178 | 0,000720
1 | 9.992.800 4597 | 9.608.462 | 233.589.548 | 4.250 | 624.255 | 0,000460
2 | 9.988.203 3.296 | 9.234.655 | 223.981.086 | 2.930 | 620.005 | 0,000330
3 | 9.984.907 2.396 8.876.546 | 214.746.431 | 2.048 | 617.075 | 0,000240
4 | 9.982.511 2.096 | 8.533.092 | 205.869.885 | 1.723 | 615.027 | 0,000210
5 | 9.980.415 2.096 | 8.203.174 | 197.336.793 | 1.656 | 613.304 | 0,000210
6 | 9.978.319 2.195 7.886.010 | 189.133.619 | 1.668 | 611.648 | 0,000220
7 9.976.124 2.195 7.581.034 | 181.247.609 | 1.604 | 609.980 | 0,000220
8 | 9.973.929 2194 | 7.287.852 | 173.666.575 | 1.541 | 608.376 | 0,000220
9 | 9.971.735 2.293 7.006.009 | 166.378.723 | 1.549 | 606.835 | 0,000230
10 | 9.969.442 2.393 6.734.998 | 159.372.714 | 1.554 | 605.286 | 0,000240
11 | 9.967.049 2.791 6.474.405 | 152.637.716 | 1.743 | 603.732 | 0,000280
12| 9.964.258 3.388 6.223.646 | 146.163.311 | 2.035 | 601.989 | 0,000340
13 | 9.960.870 3.984 | 5.982.240 | 139.939.665 | 2.301 | 599.954 | 0,000400
14 | 9.956.886 5.178 | 5.749.854 | 133.957.425 | 2.875 | 597.653 | 0,000520
15 | 9.951.708 6.568 | 5.525.830 | 128.207.571 | 3.507 | 594.778 | 0,000660
16 | 9.945.140 7.757 | 5.309.792 | 122.681.741 | 3.982 | 591.271 | 0,000780
17 | 9.937.383 8.844 | 5.101.587 | 117.371.949 | 4.366 | 587.289 | 0,000890
18 | 9.928.539 9.432 | 4.901.006 | 112.270.362 | 4.477 | 582.923 | 0,000950
19 | 9.919.107 9.721 | 4.708.029 | 107.369.356 | 4.437 | 578.446 | 0,000980
20 | 9.909.386 9.909 | 4.522.514 | 102.661.327 | 4.348 | 574.009 | 0,001000
21 | 9.899.477 9.998 | 4.344.223 | 98.138.813 4.219 | 569.661 | 0,001010
22 | 9.889.479 | 10.087 | 4.172.919 | 93.794.590 4.093 | 565.442 | 0,001020
23 | 9.879.392 | 10.275 | 4.008.329 | 89.621.671 4.008 | 561.349 | 0,001040
24 | 9.869.117 | 10.461 | 3.850.154 | 85.613.342 3.924 | 557.341 | 0,001060
25 | 9.858.656 | 10.746 | 3.698.148 | 81.763.188 3.876 | 553.417 | 0,001090
26 | 9.847.910 | 11.227 | 3.552.035 | 78.065.040 3.894 | 549.541 | 0,001140
27 | 9.836.683 | 11.509 | 3.411.525 | 74.513.005 3.838 | 545.647 | 0,001170
28 | 9.825.174 | 11.397 | 3.276.474 | 71.101.480 3.654 | 541.809 | 0,001160
29 | 9.813.777 | 11.286 | 3.146.801 | 67.825.006 3.480 | 538.155 | 0,001150
30 | 9.802.491 | 11.175 | 3.022.291 | 64.678.205 3.313 | 534.675 | 0,001140
31| 9.791.316 | 11.064 | 2.902.736 | 61.655.914 3.154 | 531.362 | 0,001130
32 | 9.780.252 | 11.149 | 2.787.938 | 58.753.178 3.056 | 528.208 | 0,001140
33 | 9.769.103 | 11.332 | 2.677.654 | 55.965.240 2.987 | 525.152 | 0,001160
34 | 9.757.771 | 11.612 | 2.571.681 | 53.287.586 2.943 | 522.165 | 0,001190
35| 9.746.159 | 12.085 | 2.469.827 | 50.715.905 2.945 | 519.222 | 0,001240
36 | 9.734.074 12.752 | 2.371.889 | 48.246.078 2.988 | 516.277 | 0,001310
37 | 9.721.322 13.513 | 2.277.675 | 45.874.189 3.044 | 513.289 | 0,001390
38 | 9.707.809 14.465 | 2.187.028 | 43.596.514 3.133 | 510.245 | 0,001490
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39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
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9.693.344
9.677.932
9.661.286
9.643.219
9.623.450
9.601.605
9.577.409
9.550.880
9.521.941
9.490.995
9.458.536
9.424.107
9.387.259
9.347.269
9.303.337
9.254.867
9.200.911
9.140.921
9.074.558
9.002.415
8.924.724
8.840.653
8.748.710
8.647.312
8.535.070
8.411.568
8.276.646
8.130.563
7.973.887
7.806.754
7.629.228
7.440.862
7.240.405
7.025.293
6.793.880
6.547.126
6.285.503
6.009.255
5.718.167
5.411.273
5.088.112
4.749.854
4.398.270
4.036.732

15.412
16.646
18.067
19.769
21.845
24.196
26.529
28.939
30.946
32.459
34.429
36.848
39.990
43.932
48.470
53.956
59.990
66.363
72.143
77.691
84.071
91.943
101.398
112.242
123.502
134.922
146.083
156.676
167.133
177.526
188.366
200.457
215.112
231.413
246.754
261.623
276.248
291.088
306.894
323.161
338.258
351.584
361.538
366.616

2.099.778
2.015.807
1.934.942
1.857.042
1.781.957
1.709.531
1.639.637
1.572.207
1.507.157
1.444.480
1.384.173
1.326.091
1.270.102
1.216.049
1.163.782
1.113.191
1.064.136
1.016.536
970.343
925.604
882.323
840.396
799.669
760.001
721.285
683.507
646.677
610.830
576.018
542.255
509.542
477.848
447.091
417.123
387.868
359.405
331.772
304.991
279.055
253.921
229.574
206.069
183.477
161.918

41.409.486
39.309.708
37.293.901
35.358.959
33.501.917
31.719.960
30.010.429
28.370.792
26.798.585
25.291.428
23.846.948
22.462.775
21.136.684
19.866.582
18.650.533
17.486.751
16.373.560
15.309.424
14.292.888
13.322.545
12.396.941
11.514.618
10.674.222
9.874.553
9.114.552
8.393.267
7.709.760
7.063.083
6.452.253
5.876.235
5.333.980
4.824.438
4.346.590
3.899.499
3.482.376
3.094.508
2.735.103
2.403.331
2.098.340
1.819.285
1.565.364
1.335.790
1.129.721
946.244

3.210
3.334
3.479
3.661
3.889
4.142
4.367
4.581
4.710
4.750
4.845
4.986
5.203
5.496
5.830
6.240
6.671
7.096
7.418
7.681
7.992
8.404
8.912
9.485
10.036
10.542
10.975
11.318
11.609
11.857
12.097
12.378
12.772
13.212
13.546
13.809
14.021
14.206
14.401
14.581
14.675
14.667
14.502
14.140

507.112
503.902
500.568
497.089
493.428
489.539
485.397
481.030
476.449
471.739
466.989
462.144
457.158
451.955
446.459
440.629
434.389
427.718
420.622
413.204
405.523
397.531
389.127
380.215
370.730
360.694
350.152
339.177
327.859
316.250
304.393
292.296
279.918
267.146
253.934
240.388
226.579
212.558
198.352
183.951
169.370
154.695
140.028
125.526
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0,001590
0,001720
0,001870
0,002050
0,002270
0,002520
0,002770
0,003030
0,003250
0,003420
0,003640
0,003910
0,004260
0,004700
0,005210
0,005830
0,006520
0,007260
0,007950
0,008630
0,009420
0,010400
0,011590
0,012980
0,014470
0,016040
0,017650
0,019270
0,020960
0,022740
0,024690
0,026940
0,029710
0,032940
0,036320
0,039960
0,043950
0,048440
0,053670
0,059720
0,066480
0,074020
0,082200
0,090820
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83 | 3.670.116 | 367.819 | 141.551 784.326 13.641 | 111.386 | 0,100220
84 | 3.302.297 | 365.531 | 122.466 642.775 13.034 | 97.745 | 0,110690
85 | 2.936.766 | 359.343 | 104.721 520.309 12.321 | 84.711 | 0,122360
86 | 2.577.423 | 348.390 88.373 415.588 11.486 | 72.390 | 0,135170
87 | 2.229.033 | 332.104 73.488 327.215 10.528 | 60.904 | 0,148990
88 | 1.896.929 | 310.451 60.134 253.727 9.463 50.376 | 0,163660
89 | 1.586.478 | 284.027 48.358 193.593 8.325 40.913 | 0,179030
90 | 1.302.451 | 253.040 38.173 145.235 7.131 32.588 | 0,194280
91 | 1.049.411 | 219.610 29.574 107.062 5.951 25.457 | 0,209270
92 829.801 186.655 22.486 77.488 4.863 19.506 | 0,224940
93 643.146 155.294 16.757 55.002 3.891 14.643 | 0,241460
94 487.852 126.285 12.222 38.245 3.042 10.752 | 0,258860
95 361.567 99.836 8.710 26.023 2.313 7.710 0,276120
96 261.731 76.674 6.063 17.313 1.708 5.397 0,292950
97 185.057 57.527 4,122 11.250 1.232 3.689 0,310860
98 127.530 42.079 2.731 7.128 866 2.457 0,329950
99 85.451 29.935 1.760 4.397 593 1.591 0,350320
100 55.516 20.528 1.099 2.637 391 998 0,369760
101 34.988 13.539 666 1.538 248 607 0,386960
102 21.449 8.692 393 872 153 359 0,405250
103 12.757 5.418 225 479 92 206 0,424700
104 7.339 3.268 124 254 53 114 0,445350
105 4.071 1.902 66 130 30 61 0,467290
106 2.169 1.064 34 64 16 31 0,490570
107 1.105 569 17 30 8 15 0,515280
108 536 290 8 13 4 7 0,541490
109 246 140 3 5 2 3 0,569270
110 106 63 1 2 1 1 0,598700
111 43 27 1 1 0 0 0,629880
112 16 11 0 0 0 0 0,662870
113 5 3 0 0 0 0 0,697780
114 2 1 0 0 0 0 0,734680
115 1 1 0 0 0 0 0,773660
116 0 0 0 0 0 0 0,814780
117 - - - - - - 0,858150
118 - - - - - - 0,903810
119 - - - - - - 0,951670
120 - - - - - - 1,000000
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Anexo 11.2. - Tablas de Mortalidad - CSO 2001 - Mujer

X I dx Dx NXx Cx Mx gx

0 |10.000.000 4.200 | 10.000.000 | 246.189.005 4.038 531.192| 0,000420
1 9.995.800 3.099| 9.611.346|236.189.005 2.865 527.154| 0,000310
2 9.992.701 2.298| 9.238.814|226.577.659 2.043 524.288 | 0,000230
3 9.990.403 1.998 | 8.881.432|217.338.845 1.708 522.246| 0,000200
4 9.988.405 1.898 | 8.538.130|208.457.413 1.560 520.538 | 0,000190
5 9.986.507 1.798 | 8.208.181|199.919.283 1.421 518.978 | 0,000180
6 9.984.709 .1.897| 7.891.061|191.711.102 1.442 517.557| 0,000190
7 9.982.812 2.096| 7.586.117|183.820.041 1.532 516.115| 0,000210
8 9.980.716 2.096| 7.292.811|176.233.924 1.473 514.584 | 0,000210
9 9.978.620 2.096| 7.010.846|168.941.113 1.416 513.111| 0,000210
10 | 9.976.524 2.195| 6.739.782|161.930.267 1.426 511.695| 0,000220
11 | 9.974.329 2.494| 6.479.134|155.190.485 1.558 510.269| 0,000250
12 | 9.971.835 2.692| 6.228.379|148.711.351 1.617 508.711| 0,000270
13 | 9.969.143 3.090| 5.987.209|142.482.972 1.784 507.095| 0,000310
14 | 9.996.053 3.388| 5.755.147|136.495.763 1.881 505.310| 0,000340
15 | 9.962.665 3.587| 5.531.914|130.740.616 1.915 503.429 | 0,000360
16 | 9.959.078 3.884| 5.317.233|125.208.702 1.994 501.514 | 0,000390
17 | 9.955.194 4.082| 5.110.730|119.891.469 2.015 499.520 | 0,000410
18 | 9.951.112 4.378| 4.912.149|114.780.739 2.078 497.505 | 0,000440
19 | 9.946.734 4.575| 4.721.142|109.868.590 2.088 495.427 | 0,000460
20 | 9.942.159 4.673| 4.537.472|105.147.448 2.051 493.339 | 0,000470
21 | 9.937.486 4.869| 4.360.903|100.609.976 2.055 491.288 | 0,000490
22 | 9.932.617 4.966 | 4.191.121| 96.249.073 2.015 489.234 | 0,000500
23 | 9.927.651 5.063| 4.027.909| 92.057.952 1.975 487.219| 0,000510
24 | 9.922.588 5.259| 3.871.015| 88.030.043 1.973 485.244 | 0,000530
25 | 9.917.329 5.455| 3.720.157| 84.159.028 1.968 483.271| 0,000550
26 | 9.911.874 5.749| 3.575.106| 80.438.871 1.994 481.303 | 0,000580
27 | 9.906.125 6.043| 3.435.608| 76.863.765 2.015 479.310| 0,000610
28 | 9.900.082 6.336| 3.301.454| 73.428.157 2.032 477.294 | 0,000640
29 | 9.893.746 6.629 | 3.172.444| 70.126.703 2.044 475.263 | 0,000670
30 | 9.887.117 6.921| 3.048.383| 66.954.259 2.052 473.219| 0,000700
31 | 9.880.196 7.410| 2.929.085| 63.905.876 2.112 471.167 | 0,000750
32 | 9.872.786 7.800| 2.814.316| 60.976.791 2.138 469.055| 0,000790
33 | 9.864.986 8.385| 2.703.935| 58.162.475 2.210 466.917 | 0,000850
34 | 9.856.601 9.068 | 2.597.728| 55.458.540 2.298 464.707 | 0,000920
35 | 9.847.533 9.848| 2.495.517| 52.860.812 2.400 462.409 | 0,001000
36 | 9.837.685| 10.526| 2.397.136| 50.365.295 2.466 460.009 | 0,001070
37 | 9.827.159| 11.203| 2.302.472| 47.968.159 2.524 457.543 | 0,001140
38 | 9.815.956| 11.779| 2.211.392| 45.665.687 2.552 455.019| 0,001200
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39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
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9.804.177
9.791.824
9.778.703
9.764.719
9.749.779
9.733.692
9.716.269
9.697.225
9.676.279
9.653.249
9.627.764
9.599.555
9.568.452
9.534.006
9.495.965
9.454.088
9.408.141
9.357.713
9.302.409
9.242.036
9.176.510
9.105.851
9.029.908
8.948.368
8.861.032
8.767.548
8.667.598
8.560.727
8.446.441
8.324.137
8.193.365
8.053.422
7.903.387
7.742.316
7.569.740
7.385.114
7.188.079
6.978.187
6.755.234
6.519.003
6.269.456
6.006.640
5.727.752

12.353
13.121
13.984
14.940
16.087
17.423
19.044
20.946
23.030
25.485
28.209
31.103
34.446
38.041
41.877
45.947
50.428
55.304
60.373
65.526
70.659
75.943
81.540
87.336
93.484
99.950
106.871
114.286
122.304
130.772
139.943
150.035
161.071
172.576
184.626
197.035
209.892
222.953
236.231
249.547
262.816
278.888
297.614

2.123.787
2.039.530
1.958.458
1.880.440
1.805.349
1.733.048
1.663.410
1.596.298
1.531.586
1.469.174
1.408.938
1.350.778
1.294.617
1.240.343
1.187.879
1.137.154
1.088.103
1.040.645
994.707
950.241
907.216
865.606
825.372
786.460
748.831
712.434
677.223
643.147
610.155
578.192
547.220
517.186
488.030
459.696
432.163
405.406
379.413
354.168
329.665
305.901
282.876
260.594
238.937

43.454.295
41.330.508
39.290.978
37.332.520
35.452.080
33.646.731
31.913.683
30.250.273
28.653.975
27.122.389
25.653.215
24.244.277
22.893.499
21.598.882
20.358.539
19.170.660
18.033.506
16.945.403
15.904.758
14.910.051
13.959.810
13.052.594
12.186.988
11.361.616
10.575.156
9.826.325
9.113.891
8.436.668
7.793.521
7.183.366
6.605.174
6.057.954
5.540.768
5.052.738
4.593.042
4.160.879
3.755.473
3.376.060
3.021.892
2.692.227
2.386.326
2.103.450
1.842.856

2.573
2.628
2.693
2.766
2.864
2.983
3.135
3.315
3.505
3.730
3.969
4.208
4.481
4.759
5.037
5.314
5.608
5914
6.207
6.478
6.717
6.942
7.166
7.381
7.596
7.809
8.029
8.256
8.495
8.734
8.987
9.265
9.564
9.853
10.135
10.400
10.653
10.880
11.085
11.259
11.402
11.634
11.938

452.468
449.895
447.267
444,574
441.808
438.943
435.961
432.826
429.510
426.005
422.276
418.306
414.098
409.617
404.858
399.821
394.507
388.899
382.985
376.778
370.300
363.583
356.642
349.475
342.094
334.498
326.689
318.660
310.404
301.909
293.175
284.188
274.923
265.360
255.507
245.372
234.972
224.319
213.439
202.354
191.094
179.692
168.058
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0,001260
0,001340
0,001430
0,001530
0,001650
0,001790
0,001960
0,002160
0,002380
0,002640
0,002930
0,003240
0,003600
0,003990
0,004410
0,004860
0,005360
0,005910
0,006490
0,007090
0,007700
0,008340
0,009030
0,009760
0,010550
0,011400
0,012330
0,013350
0,014480
0,015710
0,017080
0,018630
0,020380
0,022290
0,024390
0,026680
0,029200
0,031950
0,034970
0,038280
0,041920
0,046430
0,051960
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82 | 5.430.138| 313.862 217.810 1.603.919| 12.105 156.120| 0,057800
83 | 5.116.276| 327.135 197.327 1.386.109| 12.132 144.015| 0,063940
84 | 4.789.141| 338.784 177.606 1.188.782| 12.081 131.883| 0,070740
85 | 4.450.357| 345.303 158.694 1.011.176| 11.839 119.803| 0,077590
86 | 4.105.054| 351.721 140.751 852.482| 11.596 107.963| 0,085680
87 | 3.753.333| 359.156 123.742 711.731| 11.385 96.368 | 0,095690
88 | 3.394.177| 360.631 107.597 587.989| 10.992 84.982| 0,106250
89 | 3.033.546| 353.954 92.466 480.392| 10.374 73.990| 0,116680
90 | 2.679.592| 332.859 78.536 387.926 9.381 63.616 | 0,124220
91 | 2.346.733| 308.666 66.135 309.390 8.364 54.235| 0,131530
92 | 2.038.067| 292.911 55.227 243.255 7.632 45.871| 0,143720
93 | 1.745.156| 279.591 45.471 188.028 7.005 38.239| 0,160210
94 | 1.465.565| 265.121 36.717 142.557 6.387 31.234| 0,180900
95 | 1.200.444| 244.266 28.918 105.840 5.658 24.848 | 0,203480
96 956.178 | 215.800 22.148 76.922 4.806 19.190| 0,225690
97 740.378 | 177.743 16.490 54.774 3.806 14.383| 0,240070
98 562.635| 139.415 12.049 38.284 2.871 10.577| 0,247790
99 423.220| 111.722 8.715 26.235 2.212 7.706 | 0,263980
100 311.498| 88.783 6.168 17.520 1.690 5.494| 0,285020
101 222.715| 68.572 4.240 11.352 1.255 3.804| 0,307890
102 154.143| 51.339 2.822 7.112 904 2.548| 0,333060
103 102.804 | 37.082 1.810 4.290 628 1.645| 0,360710
104 65.722| 25.688 1.112 2.480 418 1.017| 0,390860
105 40.034| 16.923 652 1.368 265 599 | 0,422720
106 23.111| 10.523 362 716 158 334 | 0,455330
107 12.588 6.149 189 354 89 176 | 0,488480
108 6.439 3.362 93 165 a7 87| 0,522200
109 3.077 1.714 43 72 23 40| 0,557040
110 1.363 807 18 29 10 17| 0,591960
111 556 348 7 11 4 7| 0,625620
112 208 137 3 4 2 2| 0,657770
113 71 49 1 1 1 1| 0,690790
114 22 16 0 0 0 0| 0,732060
115 6 5 0 0 0 0| 0,771350
116 1 1 0 0 0 0| 0,812360
117 0 0 0 0 0 0| 0,855900
118 0 0 0 0 0 0| 0,896580
119 0 0 0 0 0 0| 0,939060
120 0 0 0 0 0 0] 1,000000
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8.17. Ejercitacion Capitulo VIlII

Esta practica esta resuelta con la Tabla de Mortalidad CSO 2001.

1-

3-

Determinar:

a) El nimero de varones vivos a los 50 afios

b) El nimero de mujeres vivas a los 50 afios

c) Elnimero de varones fallecidos a los 40 afios
d) El nimero de mujeres fallecidas a los 40 afios

8) |y oy =[9.424.107
b) Ly yuyer =[9:599.555
C) Uy yursy = |16.646
d) dyg e = [13.121

Determinar la probabilidad de:
a) que una mujer de 40 afios recién cumplidos llegue con vida a los 70 afios.
b) que un varén de 45 afios viva un afio mas.
c) que un varon de 35 afios muera antes de cumplir 50 afios.
d) que una mujer de 45 afios muera a los 85 afios.
e) que un varon de 35 afios muera después de cumplir 80 afios.
f) que un vardn de 35 afios muera después de cumplir 80 afios y antes de cumplir 90 afios.

2) 30 Pug mujer :—0 _8053422 ,822464

9.791.824
b) p45 varén = I4_6 9 550 880 O' 97230
|, 9.577.409

0 /15 . - l; 1y, _ 9.746.159-9.424.107 _[0,033044

35 varon l. 9.746.159
d) 40/ q45 mujer = % = 345 303 O, 35539

|, 9.716.269

&) 45/ -1, 4.749.854 WEEs

e L 9.746.159
f) 45/100,; ., = 'BOI_'% 4 7495?26 15352 451 =10,353719

35

Determinar la probabilidad que tiene una mujer de 50 afios de fallecer entre los 70 y los 80
afios.
8.053.422-6.006.640

20/1005 mjer = ho—loo _ =0,213216
ley 9.599.555

¢Cual es la probabilidad de que un hombre de 35 afios muera después de cumplir 50 afios y
antes de cumplir los 80 afios?

15/30q _ly—lyy _ 9.424.107-4.749.854
35 varrén |35 9.746.150
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7-

INyg varen = bo = by = 1—|2°¢ =0,2491097 ; bpen =0,7508903 ; oy =0,7508903
9.909.386
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De 5.000 hombres que lleguen a los 25 afios, ¢cuantos pueden llegar a los 80 afios? ;Y si
fueran mujeres?

5.000X (55 Pys yaren ) = 5.OOOx|8—0 _5.000x 2749854 _15269] hombres
I, 9.858.656

5000)((55 p25 mujer) = 5000X|8—0 = SOOOXM

:-3.028 mujeres
I, 0.917.329 J

Sabiendo que la probabilidad de que un varén de 30 afos llegue con vida a la edad “30+n”
es 0,61303346 determinar “n”.

(30+1) Pagy yarsn = 0,61303346 boin __ hoen 0,61303346
l, 9.802.491

l5,,, =6.009.255 buscando en la tabla 30-+n =76 afios ;

Sabiendo que la probabilidad de que un varén de 20 afios muera antes de alcanzar la edad
“20+n” es 0,2491097, determinar “n”.

I20 20 20

Ly, = 7.440.862 buscando en latabla 20+n =70 afios ;

8-

O-

Calcular la vida probable para una mujer de 48 afios utilizando afio calendario.
z=7 siendox =48

lg., = Lﬁ = 9.653.249 =4.826.624,5
2 2
Buscando este valor en la tabla de Mortalidad e interpolando:
X Ix
83 5.116.276
48+7 4.826.624,5
84 4.789.141

(48+12)-83 _ 4.826.624,5-5.116.276

84-83 4.789.141-5.116.276
48 + z = afios z =35,885419 afios (afio calendario)

lz = 35 afios y 323 diag|

Calcular la prima Unica pura que debe abonar un varén de 50 afios para contratar un capital
diferido de $500.000.- por 25 afios.

D D 331.772
NE, vy = —2 X500.000 = —Z& x500.000 = —————= x500.000= [125.093, 98]
Y B 1.326.091

10- Hallar la prima Gnica pura de una renta vitalicia temporaria por 10 afios y vencida de

$300.000.- anuales para un varon de 18 afios.
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Ina, .. = Nt =Nicna x300.000 = Nig =Ny x300.000
DX 18
/108, . = 107'369'3550_16076225'006 x300.000=2.420.585, 69

11- Una viuda de 58 afios ha cobrado $2.500.000.- por el seguro de muerte de su esposo. Desea
comprar con ese dinero una renta vitalicia adelantada e ilimitada ¢Cuénto percibira anual-
mente?

N N
a =2.500.000 = DX xZ 2.500.000=—2xZ  2.500.000=

X mujer
X 58

|Z =159.328,93 anuales|

14.910.051
950.241

12- Calcular la prima Gnica pura de un seguro para la muerte temporario por 20 afios para un
hombre de 50 afios a favor de sus hijos y cuyo premio es de $550.000.-

/nA< varén M x550.000 / nA( varén — M50 M = x550.000
X 50
120A o = 462.144-292.296 , o 500 = 70.444,94

1.326.091

13- Calcular el capital que podra asegurar a sus hijos un hombre de 47 afios, si muere entre los
60 y 65 afios de edad y dispone de $2.000.000.- en forma inmediata para cubrir la prima
Unica. Sacar conclusiones.

m/nA< varén = 2000000 — Mx+m E)M X+M+n XZ 2000000 _ M XZ

X 47

397.531-350.152 Z =63.621.309,02]
1.507.157

2.000.000 =

14- Calcular la prima Gnica pura de una renta vitalicia vencida de $100.000.- anuales por 20
afios para un varon de 50 afios.

na, . = Nea =Niina x100.000 = Ny =Ny, x100.000
DX 50
1208, .¢ = 21'136'1638:(;:éi46'590 x100.000=[1.266.134, 38

15- Determinar la prima Unica pura que debe abonar un varén de 55 afios para tener derecho a
cobrar $5.000.000.- cuando cumpla 70 afios.
D D 477.848

= =1 x5,000.000 = —2 x5.000.000 = ————— x5.000.000 = [2.245.239,33
D D, 1.064.136

nE

X varén
X

16- Determinar la prima Unica pura que corresponde abonar a un hombre de 35 afios para tener
derecho a cobrar una renta vitalicia de $50.000.- anuales a partir de los 70 afios y hasta su
fallecimiento en forma
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a) Vencida

b) Adelantada

a)mla, . = N x50.000 = Ny x50.000 = _4.346.590 x50.000 =(87.993,81
D, D, 2.469.827

by m/a, . = Ny x50.000 = No x50.000 = _4.824.438 x50.000 ={97.667,53
D, D, 2.469.827

17- Calcular el premio que cobrara el beneficiario designado en la pdliza de un seguro de muer-

te para un varon de 40 afios siendo la prima Unica abonada de $100.000.- si el deceso se
produce entre los 65 y 80 afios.

m/nA, . =100.000 = M in E)M xmin v lOO.OOO:MXz

X 40

Z=1.031.330,17

350.152 -154.695 «
2.015.807

100.000 =

18- ¢Cual es el premio que cobrara la hija de una mujer de 35 afios que hoy abona una prima
Unica pura de $200.000.- en caso de que la madre muera después de cumplir 72 afios?

M/ A, e = 200.000 = Minyz  200.000=Mz 7
Dx D35
200.000 = _265.360 xZ Z=1.880.853,93
2.495.517

19- Determine la prima Unica pura que debe abonar un hombre de 60 afios para que su benefi-
ciario cobre $1.000.000.- en el caso de morir

a) A partir de los 73 afos
b) Entre los 70 y los 80 afios
Comparar los resultados

aym/A .. =un 1 000,000 = M2 x1.000.000 = 222234 11 000,000 =[302.159,93
D 840.396

X 60
b)m/nA ... = Myin =Myinn 41 000,000 = Mo =Mao 31 900,000
DX D60
m/nA e = 292,296 7154.895 1 100,000 -[163.733,53
840.396

20- Determine el premio Unico que cobrara una mujer de 40 afios cuando cumpla 75 afios, si
esta con vida, abonando hoy una prima de $500.000.-

NE, e =900.000 = % XxZ  500.000 =2 x7 500.000 = 572413 -

X
] D,, 2.039.530

|Z =2.687.743, 96|
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21- Determinar la prima Unica pura que debe abonar un varén de 50 afios para tener derecho a
cobrar anualmente $120.000.- en forma adelantada a partir de los 68 afios y hasta los 78

afios.

m/na,, .. = Non =Numan y190,000 = Nes =N 3790 900
Dx 50

mina,  —>876.285-1.819.285 15 000 [367.119,60

X varon 1.326.091

22- Calcular la prima Unica pura que debe abonar un hombre de 65 afios para tener derecho a
percibir $200.000.- anuales vencidos en forma inmediata y mientras esté con vida. ¢Y si
fuera mujer? Comparar.

a, .. = 200,000 = s x200.000 = 203083, 500,000 [2.184.423, 75
D, N 646.677

8, ger = Nyt 4200.000 = Ve x200.000 = 3:43:568,, 500,000 [2.491.547, 98
D, N 677.223

23- Calcular la prima Unica pura que debe abonar una mujer de 65 afios para tener derecho a
percibir $280.000.- anuales vencidos, a partir de los 75 afios y mientras esté con vida.

m/a :% x280.000 = Ny x280.000 = % x280.000 ={1.395.842,73

X mujer
X 65

24- Una mujer de 62 afios esta evaluando la posibilidad de comprar con $1.200.000.- una renta
vitalicia anual adelantada de plazo ilimitado. Determine el ingreso anual que generara di-
cho contrato.

NX

a =1.200.000 = 5 11.361.616

X
786.460

X mujer

XZ 1.200.000 = % XZ 1.200.000 =

X 62

Z =83.064,94|

25- Calcular la prima Unica pura gue debe abonar un hombre de 65 afios para tener derecho a
percibir $480.000.- anuales vencidos, a partir de los 75 afios y mientras esté con vida.

mlia, . - % x480.000 = V76 %480.000 = %{g‘;’l x480.000 —[1.783.887, 29
X 65 '

26- Calcular para una mujer de 40 afios de edad la prima Unica pura que debe abonar para cobrar
$2.000.000.- si esta con vida dentro de 25 afios. ¢ Y si fuera hombre?

nE _ D x2.000.000 = D x2.000.000 = _b77.223 x2.000.000 =|664.097,12
D 2.039.530

X mujer
X D40

— Ben 4000000 = 2o x2.000.000 = 22227745 000,000 =[641.606,07
D, N 2.015.807

nE

X varén
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27- Calcular el valor de la renta vitalicia adelantada y temporaria por 30 afios para una mujer de
50 afios si hoy dispone de $1.500.000.-

/na, e =1.500.000 = Ni=Nen sz 1.500.000= Neo=Nso o7
X 50
1.500.000 = 24.244.277-2.103.450 xZ Z =91.512,71

1.350.778

28- Calcular el valor de la renta vitalicia vencida y diferida por 20 afios para un hombre de 55
afios si hoy dispone de $1.000.000.-

m/ax varén :lOOOOOO:%XZ 1000000:%XZ
X 55
1.000.000 = 2203.331, |Z =442.775, 46|
1.064.136

29- Calcular la prima Unica pura que debe abonar un varon de 40 afios para cobrar $2.000.000.-
si llega con vida 30 afios después y que sus hijos cobren la misma suma:
a) si fallece antes de alcanzar dicha edad.

b) si fallece a cualquier edad.

a) Ax:n varén :nEX+/nA< = D[;+n + MX_MX*” - DX+n+Mx_Mx+n

X DX DX
A Dot M =Mu o 00 oo = 477:848+503.902-292296 ) (1 o
- D,, 2.015.807

|A<:n varon 684047’63|

Dx+n M X Dx+n +M X

b) A(l)x:n varén — nEx + A( = T-FF = T
AYl)x:n varén w X2000000 = 47728468]-;_ 58(2)3;902 X2000000

40 . .

AYl)x:n varén — 974051’ 58

30- La prima abonada hoy por un hombre de 60 afios es de $2.500.000.-. A los 72 afios, si llega
con vida, cobrara un premio de $2.000.000.- y, ademas, sus hijos cobraran cierto premio en
el momento en que él fallezca.

a) ¢Qué tipo de contrato de seguro es?
b) Determinar el premio que cobrarian los beneficiarios designados en la péliza en
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el momento de su muerte cualquiera sea su edad.
a) Es un seguro mixto a Capital Doblado

M

D
b) A(l)X:n varén — nEX + AA = %-{-FX

X X

A vaen = 2.500.000 = 272 x2.000.000 + 10 7

60 D6O

2.500.000 = 417.123 x2.000.000 + 397.531 xZ ; 2.500.000=992.682,02 + 397.531 XZ
840.396 840.396 840.396

397.531
840.396

1.507.317,98 = XxZ ; |Z=3.186.528,85|
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